Лекции: „Избрани теми от  Биоматематиката”

(Т. Боев)

Многомерна линейна регресия (метод на най-малките квадрати) –корелационни коефициенти
Както е известно, задачата на регресионния подход при изследване на зависимости между величини, характеризиращи дадено явление (процес) е да се открие „приемлива” линейна връзка на специфична “y”- величина („индикатор” или „контролна” величина, която по принцип се третира като „случайна  величина”) и дадена група “x”-величини (
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) – разглеждани като „детерминистични” данни (или „независими променливи”). Съгласно т.н. метод на дискретизацията за “x”-величините разполагаме с база данни, съставляващи матрица от вида 
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, където 
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 е брой извършени измервания (на  “x”-стойности) и без ограничение на общността считаме, че 
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. За “y”- величината се предполагат въведени „случайни” стойности (взети като извадка от предходни измервания) 
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. Стълбовете на матрицата 
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 са 
[image: image7.wmf]m

-торката вектори 
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. За предварителна оценка дали е налице „приемливо” линейна зависимост 
[image: image10.wmf]{;1}

k

km

«=¸

yx

 се използват т.н. корелационни коефициенти (коефициенти на корелация) – фактори, които се пресмятат чрез 
[image: image11.wmf](,{})
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- данните.
1. Система корелационни коефициенти.

а) „базисни” корелационни коефициенти, корелационно средно: 

Следните величини можем да наричаме базисни корелационни коефициенти
(1.1) 
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Ясно е, че тези величини имат смисъл на косинуси на ъглите между вектора 
[image: image15.wmf]y

 и векторите 
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. От този геометричен смисъл е изведен следният практически принцип: считаме, че има  (приемлива) линейност на връзката 
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, ако 
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. В такъв случай казваме също, че величините 
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 корелират (приемливо добре) или, че има (приемливо добра) корелация между тях. Като пресметнем аритметичното средно от абсолютните стойностите на параметрите 
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 получаваме коефициент, който можем да наричаме (базисно) корелационно средно или среден базисен корелационен коефициент:
(1.2)
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И в случая на предварителни тестове чрез 
[image: image23.wmf]r
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 се изисква условието 
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 (за да се преме, че има добра корелация).
б) „относителни” корелационни коефициенти, среден коефициент:

Да въведем средните стойности 
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. В статистическия анализ системно се работи с т.н. отклонения (от съответното средно) 
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) и с изчислените посредством тях корелационни коефициенти (които можем да наричаме относителни):
(1.3)
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Среден корелационен коефициент получаваме по формулата:

(1.4)
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Отново се има предвид практическото условие, съответно 
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2. Общ корелационен коефициент.
Да означим с 
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 транспонираната матрица на 
[image: image39.wmf]X

. По МНК за вектора от коефициентите на линейната регресия получаваме 
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,  където  
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 е обратната на матрицата 
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. Посредством вектора 
[image: image43.wmf]0

0

X

=

ya

 ще изчислим интересуващия ни параметър
(2.1) 
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който именно наричаме общ корелационен коефициент. Това название всъщност е естествена последица от очевидния геометричен смисъл на величината 
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. Известно е, че векторът 
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 е ортогоналната проекция на 
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 върху хиперравнината, породена от векторите  
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) и тогава 
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 представлява косинуса на ъгъла на наклона на вектора 
[image: image51.wmf]y

 спрямо тази хиперравнина. Ясно е, че, когато споменатия ъгъл е „достатъчно” малък, можем да считаме, че векторът  
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 е „почти” успореден на (лежи в) хиперравнината и значи е фактически линейна комбинация  на векторите 
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). (Забележка: от геометрични съображения винаги ще имаме 
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.) Използването на коефициента 
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 за предварителни оценки на линейността, независимо от формално по-големия обем спомагателни пресмятания (в сравнение с другите случаи), ефективно се вписва в общата рамка (процедура) на метода на линейната регресия.
В заключение да отбележим, че като практическа МНК-процедура можем да прилагаме следната поредица от стъпки:

1) Пресмятаме матриците 
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2) Намираме регресионните коефициенти 
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3) Пресмятаме дължините  
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 и по формула (2.1) изчисляваме коефициента 
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4) Ако  
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, като прогнозни стойности (съгласно регресионния модел) на  
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-величината можем да използваме координатите на вектора 
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Забележка. При вече установени приемливи стойности на корелационните коефициенти, пълната практическа процедура по МНК включва (като финална) и следната стъпка.

5) Пресмятаме отклоненията 
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(В редица източници прогнозният вектор 
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 се означава като 
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 - с координати 
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.) Като окончателна практическа оценка на съответния линеен регресионен модел проверяваме дали за поне 75 % от отклоненията 
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 имаме, че 
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 не надминава 10 % от средната стойност 
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. В такъв случай за останалите (най-много 25 %) отклонения приемаме, че големината им се дължи на неточности в отчитането (измерването) на съответните експериментални стойности 
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3. Линейна нехомогенна регресия.

Ако за дадена система x-величини, 
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 имаме база данни от по
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 стойности за всяка, линеен нехомогенен регресионен модел – от вида 
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можем да построим по обичайната (за „хомогенния” случай) процедура като въведем спомагателна („фиктивна”) величина  
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-орка стойности, равни на 
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). Така получаваме 
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-матрица, с размери 
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 и нататък  процедираме по вече познатия начин. Получавайки вектора 
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 от регресионните коефициенти, за интересуващия ни (прогнозен) модел имаме съответно:   
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 е съответната координата на 
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Задача. За био-екологическия експеримент „Песента на щурците” съставете линеен нехомогенен регресионен модел. /Упътване:  вж. материала „Метод на най-малките квадрати – пресмятане на регресионни коефициенти (проста/двуфакторна нехомогенна линейна регресия)”/.

Коментар. Този модел има постоянна реална приложимост – по-специално, когато съответния вид скакалци се оказват еко-вредители и се налага чрез прост и удобен тест да проверим (при измерени температури и отчетен брой цвъртения за фиксирано време) дали популацията им  е вече разпространена в даден район.
Т Боев/ 11.05.2009

(ФМИ – БФ).
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