
2. Ïîâåäåíèå íà ïðîèçâîäèòåëÿ

Ìàêñèìèçèðàíå íà ïå÷àëáà. Â òàçè ãëàâà ùå ðàçãëåäàìå òåîðèÿòà íà ïîâåäåíèåòî

íà ïðîèçâîäèòåëÿ è ùå îáÿñíèì íÿêîè àñïåêòè îò òåîðèÿòà íà òúðñåíåòî è ïðåäëàãàíåòî.

Ïðèíöèïíî, ôèðìèòå, êîèòî ïðåäëàãàò ñòîêè çà ñëîæíè îðãàíèçàöèè, ÷èèòî äåéíîñòè

íå ìîãàò ëåñíî äà ñå ìîäåëèðàò, íî çà íàøàòà òåîðèÿ ùå íàïðàâèì ùå ïîäõîäèì ïðîñòî.

Ôèðìèòå èçïîëçâàò íà÷àëíè åëåìåíòè, êîèòî ùå îçíà÷àâàìå ñ z1, z2, ..., zn, çà äà ïðîèçâåäå
ãîòîâà ïðîäóêöèÿ y. Ïðîèçâîäñòâåíàòà ôóíêöèÿ

y = F (z1, z2, ..., zn)

ïîêàçâà êîëè÷åñòâîòî ãîòîâà ïðîäóêöèÿ, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà îò êîëè÷åñòâàòà íà÷àëíèòå

åëåìåíòè. Ñúùî òàêà íà÷àëíèòå åëåìåíòè z1, z2, ..., zn èìàò öåíè, êîèòî ùå îçíà÷àâàìå

ñúîòâåòíî ñ w1, w2, ..., wn. Tàêà öåíàòà íà íà÷àëíèòå ñòîêè ùå å∑n
i=1wizi.

Îñâåí òîâà, àêî ôèðìàòà ïðîäàâà ãîòîâàòà ïðîäóêöèÿ íà öåíà p, òî òîãàâà òÿ ùå èìà

ïðèõîä îò py. Ïå÷àëáàòà íà ôèðìàòà ùå å:

py −
n∑

i=1

wizi. (1)

Òúé êàòî âñÿêà ôèðìà èñêà äà óâåëè÷è ñâîÿòà ïå÷àëáà, òî òîãàâà ùå òúðñèì ìàêñèìóì

íà (1):

max
z1,...,zn

{pF (z1, z2, ..., zn)−
n∑

i=1

wizi}. (2)

Òîâà ïðåäñòàâëÿâà åäíà îïòèìèçàöèîííà çàäà÷à. Íàìèðàíåòî íà ìàêñèìóì íà ôóíêöèÿ

íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè å çíà÷èòåëíî ïî-òðóäíî îò òîâà íà åäíà ïðîìåíëèâà. Íåîáõîäèìî

óñëîâèå çà íàìèðàíå íà ìàêñèìóì íà ôóíêöèÿ f(x) íà åäíà ïðîìåíëèâà å ïðîèçâîäíàòà
è f ′(x) â òî÷íàòà íà ìàêñèìóì äà å ðàâíà íà íóëà, íî íèå çíàåì ÷å òîâà íå å äîñòàòú÷íî

óñëîâèå(ìîæå òàçè òî÷êà äà å ìèíèìóì èëè èíôëåêñíà òî÷êà). Ïðè ôóíêöèè íà ïîâå÷å

îò åäíà ïðîìåíëèâà, òîâà óñëîâèå ñå çàìåíÿ ñ óñëîâèåòî ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè â òî÷êàòà

äà ñà ðàâíè íà íóëà. Â íàøèÿ ñëó÷àé èìàìå:

p
∂F

∂zi
= wi, i = 1, 2, ..., n. (3)
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2Èêîíîìè÷åñêîòî îáÿñíåíèå íà óðàâíåíèÿòà (3) å ïðîñòî. Çà ôèêñèðàíî i, ëÿâàòà ñòðàíà
ïðåäñòàâëÿâà åôåêòà âúðõó ãîòîâàòà ïðîäóêöèÿ íà åäíà îòäåëíà åäèíèöà îò íà÷àëíèÿ

åëåìåíò, óìíîæåíà ñ öåíàòà íà ãîòîâàòà ïðîäóêöèÿ. Äåñíèòå ñòðàíè ñà ñúîòâåòíî ðàçõîäèòå

ïî èçïîëçâàíå íà îòäåëíè åäèíèöè îò íà÷àëíèòå åëåìåíòè. ∂F
∂zi

ñå íàðè÷à ìàðãèíàëåí

ïðîäóêò íà íà÷àëíèÿ åëåìåíò i, à p ∂F
∂zi

ñòîéíîñò íà ìàðãèíàëíèÿ ïðîäóêò.

Aêî íàïðèìåð ôèðìàòà èçáåðå êîëè÷åñòâî íà íà÷àëíèòå åëåìåíòè (z1, ..., zn) è çà z1 e

èçïúëíåíî p ∂F
∂z1

< w1, òî òîâà îçíà÷àâà ÷å ôèðìàòà ìîæå äà ñïåòè îò z1(äà íàìàëè z1,
äîêàòî ïîñëåäíîòî ñòàíå ðàâåíñòâî), çà äà ïîâèøè ñâîÿòà ïå÷àëáà.

Âúçâðúùàåìîñò îòíîñíî ìàøàáà. Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå ïî-ïîäðîáíî ñâîéñòâàòà íà

ïðîèçâîäñòâåíàòà ôóíêöèÿ. Çà äà äîáèåì ãðàôè÷êà ïðåäñòàâà ùå âçåìåì ïðîèçâîäñòâåíà

ôóíêöèÿ íà äâà àðãóìåíòà, ò.å. äâà íà÷àëíè åëåìåíòà z1, z2. Íåêà ðàçãëåäàìå ôèã.6, çà
êîîðäèíàòíè îñè ñìå âçåëè z1 è z2. Êðèâèòå, êîèòî ñà íà÷åðòàíè ñå íàðè÷àò èçîêâàíòè.

ôèã.6

Âñÿêà òî÷êà îò äàäåíà èçîêâàíòà îòãîâàðÿ íà òî÷íî åäíà ñòîéíîñò íà ïðîèçâîäñòâåíàòà

ôóíêöèÿ F . Íàé-äîëíàòà îò ïîêàçàíèòå ñòîéíîñòè îòãîâàðÿ íà y1, à íàé-ãîðíàòà íà y3.
Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå íà÷èíèòå, ïî êîèòî ãîòîâàòà ïðîäóêöèÿ ñå âëèÿå îò ïðîìåíèòå â

íà÷àëíèòå åëåìåíòè. Àêî z2 å êîíñòàíòà, à z1 íàðàñòâà, òî òîâà äâèæåíèå å èçîáðàçåíî
íà èçîêâàíòíàòà äèàãðàìà ñ äâèæåíèå îò ò.A êúì ò. B. Àíàëîãè÷íî íà÷èíà íà íàðàñòâàíå
íà z2, êîãàòî z1 å êîíñòàíòà å èçîáðàçåí ñúñ ñòðåëêà îò ò.A êúì ò. C. Â îáùèÿ ñëó÷àé òîâà

ñå èçðàçÿâà ÷ðåç ÷àñòíà ïðîèçâîäíà ïî íÿêîé îò àðãóìåíòèòå íà ôóíêöèÿòà F (z1, ..., zn).
Aêî zi ñå ïðîìåíÿ, à âñè÷êè äðóãè âõîäíè åëåìåíòè îñòàíàò ïîñòîÿííè, òî ïðîìÿíàòà â

ïðîèçâîäñòâîòî F ñå èçðàçÿâà ÷ðåç ∂F
∂zi

, ò.å. òîâà å ìàðãèíàëíèÿ ïðîäóêò íà íà÷àëíèÿ

åëåìåíò i.
Åäíà ïðîèçâîäñòâåíà ôóíêöèÿ îáèêíîâåíî èìà ñâîéñòâîòî, ìàðãèíàëíèÿ ïðîäóêò ∂F

∂zi
äà íàìàëÿ ñ óâåëè÷àâàíå íà zi. Òîâà è ñâîéñòâî ñå íàðè÷à ñïàäàùà âúçâðúùàåìîñò

îòíîñíî âëîæåíèÿ âõîäåí åëåìåíò i. Òîâà å ïîêàçàíî íà ôèã.7, çà ôèêñèðàíè ñòîéíîñòè

íà z1, ...zi−1, zi+1, ..., zn å ïîêàçàíà âðúçêàòà ìåæäó y è zi.
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ôèã.7

Îáèêíîâåíî å ÿñíî, ÷å ∂F
∂zi

íàìàëÿâà îòíîñòíî zi, íî òîâà ìîæå äà ñå ïðîâåðè ÷ðåç âòîðàòà
÷àñòíà ïðîèçâîäíà äà óäîâëåòâîðÿâà

∂2F
∂z2i

< 0.

Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî z1 è z2 ñå èçìåíÿò åäíîâðåìåííî. Òîâà å ïîêàçàíî

íà ôèã.6 ñúñ ñòðåëêà îò ò.A êúì ò.D, êàòî óâåëè÷åíèåòî íà z1 è z2 å â åäíè è ñúùî

ñúîòíîøåíèå. Â îáùèÿ ñëú÷àé òîâà ñå èçðàçÿâà ïðîñòî êàòî óìíîæèì z(z1, ..., zn) ñ ÷èñëî
k, ò.å. kz.
Àêî k > 1, ïðîèçâîäñòâåíàòà ôóíêöèÿ èçïúëíÿâà

F (kz) = kF (z), (4)

òî çà íåÿ ñå êàçâà, ÷å èìà ïîñòîÿííà âúçâðúøàåìîñò îòíîñíî ìàùàáà. Àêî

F (kz) > kF (z), (5)

òî ñå êàçâà, ÷å ïðîèçâîäñòâåíàòà ôóíêöèÿ èìà íàðàñòâàùà âúçâðúùàåìîñò îòíîñíî ìàùàáà.

Ñúîòâåòíî àêî

F (kz) < kF (z), (6)

òî òÿ èìà íàìàëÿâàùà âúçâðúøàåìîñò îòíîñíî ìàùàáà. Çà ïðèìåðè ìîæåì äà äàäåì

ïðîèçâîäñòâåíè ôóíêöèè y1 = z
1
2
1 z

1
2
2 è y2 = z

2
3
1 z

1
2
2 . Ïúðâàòà èìà íàìàëÿâàùà âúçâðúùàåìîñò

îòíîñíî äâàòà íà÷àëíè åëåìåíòà è ïîñòîÿííà âúçâðúùàåìîñò îòíîñíà ìàùàáà, âòîðàòà

îòíîâî èìà íàìàëÿâàùà âúçâðúùàåìîñò îòíîñíî äâàòà íà÷àëíè åëåìåíòà, íî íàðàñòâàùà

âúçâðúùàåìîñò îòíîñíî ìàùàáà.

Ìèíèìèçèðàíå íà ðàçõîäèòå. Çàäà÷èòå çà íàìèðàíå íà ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì íà

ôóíêöèÿ ñà çàäà÷è íà ìàòåìàòè÷åñêîòî îïòèìèðàíå, êîèòî ñå ðàçãëåæäàò ïî-ïîäðîáíî â

ãîðíèòå êóðñîâå. Òúé êàòî èñêàìå äà èçáåãíåì íÿêîé çàòðóäíåíèÿ îò ìàòåìàòè÷åñêî

åñòåñòâî ùå ðàçãëåäàìå ïî-ïðîñòàòà çàäà÷à, êúäåòî ôèðìàòà çíàå íèâîòî íà ãîòîâà

ïðîäóêöèÿ, êîÿòî èñêà äà ïðîèçâåäå è öåëòà å äà ñå ìèíèìèçèðàò ðàçõîäèòå ïðè ïðîèçâîäñòâåíèÿ



4ïðîöåñ.

Ñëåäîâàòåëíî íèå èìàìå çàäà÷àòà:

min

n∑
i=1

wizi, (7)

ïðè óñëîâèå

F (z1, ..., zn) = y, (8)

êúäåòî y å êîíñòàíòà. Òîâà å îïòèìèçàöèîííà çàäà÷à, êàòî ïðîìåíëèâèòå òðÿáâà äà

óäîâëåòâîðÿò îãðàíè÷åíèåòî F (z) = y è äà ñå íàìåðè ðåøåíèå íà (7).

Çà íàìèðàíå íà ðåøåíèåòî ùå èçïîëçâàìå ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ

L(z, λ) =
∑

wizi + λ(y − F (z)). (9)

Òÿ ñå ñúñòîè îò ôóíêöèÿòà, êîÿòî èñêàìå äà ìèíèìèçèðàìå è óñëîâèåòî (8), ïðèðàâíåíî

íà íóëà, óìíîæåíî ñ ïðîìåíëèâàòà λ, êîÿòî ñå íàðè÷à ìíîæèòåë íà Ëàãðàíæ. Òàêà

ïîëó÷åíàòà ôóíêöèÿ èìà n+1 ïðîìåíëèâè z1, ..., zn, λ. Ñåãà íåêà äèôåðåíöèðàíå ôóíêöèÿòà
íà Ëàãðàíæ îòíîñíî âñÿêà åäíà ïðîëåìëèâà. Ïîëó÷àâàìå

wi − λ
∂F

∂zi
= 0, i = 1, ..., n, (10)

y = F (z). (11)

Ðåøåíèåòî z1, ..., zn íà çàäà÷à (7), òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèÿòà (10) è (11). Íåêà
ðåøèì (10) îòíîñíî λ:

λ =
wi

∂F/∂zi
, i = 1, ..., n. (12)

×èñëèòåëÿò ïðåäñòàâëÿâà ðàçõîäà çà åäíà îòäåëíà åäèíèöà îò íà÷àëíèÿ åëåìåíò i, äîêàòî
çíàìåíàòåëÿò å ìàðãèíàëíèÿ ïðîäóêò. Tÿõíîòî ÷àñòíî ïðåäñòàâëÿâà ðàçõîäúò çà åäíà

åäèíèöà(ìàðãèíàëåí ðàçõîä) çà ïîëó÷àâàíå íà ïî-ãîëÿìî êîëè÷åñòâî ãîòîâà ïðîäóêöèÿ

÷ðåç èçïîëçâàíå íà ïî-ãîëÿìî êîëè÷åñòî îò íà÷àëíèÿ åëåìåíò i. Äà ïðèåì, ÷å (12) íå å
óäîâëåòâîðåíî, òïãàâà á.î.î. ïðèåìàìå, ÷å w1

∂F/∂z1
> w2

∂F/∂z2
. Ìîæåì äà íàìàëèì ðàçõîäèòå

êàòî íàìàëèì z1 è óâåëè÷èì z2, òúé êàòî èñêàìå ïðîäóêöèÿòà äà å ôèêñèðàíà F (z) = y,
ò.å. àêî (10) íå å óäîâëåòâîðåíî, çàäà÷àòà íå ìîæå äà ñå ðåøè. Ñëåäîâàòåëíî (10) è (11)

ñà íåîáõîäèìè óñëîâèÿ çà ðåøàâàíåòî íà (7).


