
Основни свойства на
детерминантите

Нека с ∆ = |aij|, i, j = 1, 2, . . . , n означим детерминантата от ред n. Имай-
ки предвид теоремата от миналата глава, според която detA = detAt,
следните осем свойства ще останат в сила, ако думата „ред“ се замени с
думата „стълб“.

Свойство 1: Ако някой ред на детрминантата, например p-тия ред, се
състои само от нули, то ∆ = 0. Наистина, нека ap1 = ap2 = · · · = apn = 0.
По определението за детерминанта имаме, че

∆ =
∑

(−1)[i1 i2 ... in]a1i1a2i2 . . . apip︸︷︷︸
=0

. . . anin = 0.

Иначе казано, т.к. всяко събираемо от развитието на ∆ съдържа като
множител по един нулев елемент от p-тия ред, то всеки такъв член се
анулира и детерминантата се превръща в сума на нули.

Свойство 2: Нека за произволен p-ти ред (1 ≤ p ≤ n) на ∆ имаме
ap1 = a′p1 + a′′p1, . . . apn = a′pn+ a′′pn, т.е. сме представили всеки елемент от
p-тия ред на детерминантата като сума на две числа и имаме

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k . . . a1n
... . . .

... . . .
...

a′p1 + a′′p1 . . . a′pk + a′′pk . . . a′pn + a′′pn
... . . .

... . . .
...

an1 . . . ank . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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то ∆ = ∆′ + ∆′′, където

∆′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k . . . a1n
... . . .

... . . .
...

a′p1 . . . a′pk . . . a′pn
... . . .

... . . .
...

an1 . . . ank . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,∆′′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k . . . a1n
... . . .

... . . .
...

a′′p1 . . . a′′pk . . . a′′pn
... . . .

... . . .
...

an1 . . . ank . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Наистина,

∆ =
∑

(−1)[i1 i2 ... in]a1i1a2i2 . . . apip . . . anin

=
∑

(−1)[i1 i2 ... in]a1i1a2i2 . . . (a
′
pip + a′′pip) . . . anin

=
∑

(−1)[i1 i2 ... in]a1i1a2i2 . . . a
′
pip . . . anin +

∑
(−1)[i1 i2 ... in]a1i1a2i2 . . . a

′′
pip . . . anin

= ∆′ + ∆′′.

Свойство 3: Ако за произволен ред на детерминантата, например p-
тия ред, имаме че всеки елемент от него е умножен с едно и също число
λ, то имаме ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
λap1 . . . λapn
. . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
ap1 . . . apn
. . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ∆.

Действително, имаме

∆ =
∑

(−1)[i1 i2 ... in]a1i1a2i2 . . . (λapip) . . . anin

= λ
∑

(−1)[i1 i2 ... in]a1i1a2i2 . . . apip . . . anin = λ∆.

Свойство 4: Нека сега редът на детерминантата е n ≥ 2 и за произ-
волни p, q : 1 ≤ p, q ≤ n, p 6= q е в сила, че p-тия и q-тия ред са равни, т.е.
имаме, че ap1 = aq1, . . . , apn = aqn. Тогава ∆ = 0.

Наистина, кой да е член от развитието на ∆ има вида
(∗) (−1)[i1 ... ip ... iq ... in]a1i1 . . . apip . . . aqiq . . . anin . Друг член от разви-
тието е
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(∗∗) (−1)[i1 ... iq ... ip ... in]a1i1 . . . apiq . . . aqip . . . anin , получен чрез тран-
спозицията p ↔ q. От Лемата за пермутациите от Глава 2 имаме, че
(−1)[i1 ... ip ... iq ... in] = −(−1)[i1 ... iq ... ip ... in]. Освен това apk = aqk∀k =
1, 2, . . . , n и по този начин получаваме, че a1i1 . . . apiq . . . aqip . . . anin =
a1i1 . . . aqiq . . . apip . . . anin = −a1i1 . . . apip . . . aqiq . . . anin или записано нак-
ратко (∗∗) = −(∗) ⇔ (∗) + (∗∗) = 0. По този начин ∆ се разбива на n!

2

на брой двойки събираеми от вида (∗) и (∗∗), като сбора на числата на
всяка такава двойка е нула. Следователно ∆ = 0.

Свойство 5: Нека n ≥ 2. Ако за някои p и q, такива че p 6= q имаме
ap1 = λaq1, . . . , apn = λaqn, където λ е произволно число, то ∆ = 0. С
други думи, ако два от редовете на ∆ са пропорционални, то ∆ = 0.

Имаме

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .
ap1 ap2 . . . apn
. . . . . . . . . . . .
aq1 aq2 . . . aqn
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .
λaq1 λaq2 . . . λaqn
. . . . . . . . . . . .
aq1 aq2 . . . aqn
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Св. 3
= λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .
aq1 aq2 . . . aqn
. . . . . . . . . . . .
aq1 aq2 . . . aqn
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Св. 4
= λ.0 = 0.

Свойство 6: Нека n ≥ 2. Ако към един ред на детерминантата при-
бавим друг неин ред, умножен с произволно число, стойността й не се
променя.

Наистина, нека към p-тия ред на ∆ прибавим q-тия ред (p 6= q),
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умножен по λ. Имаме∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .

ap1 + λaq1 ap2 + λaq2 . . . apn + λaqn
. . . . . . . . . . . .
aq1 aq2 . . . aqn
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Св. 2
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .
ap1 ap2 . . . apn
. . . . . . . . . . . .
aq1 aq2 . . . aqn
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .
λaq1 λaq2 . . . λaqn
. . . . . . . . . . . .
aq1 aq2 . . . aqn
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Св. 5
= ∆ + 0 = ∆.

Свойство 7: Нека n ≥ 2. Ако в една детерминанта разменим местата
на два различни реда p и q, p 6= q, то тя си сменя само знака. Нека сме
извършили тази промяна в ∆. Тогава имаме∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .
aq1 aq2 . . . aqn
. . . . . . . . . . . .
ap1 ap2 . . . apn
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Св. 6 (λ=1)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .

aq1 + ap1 aq2 + ap2 . . . aqn + apn
. . . . . . . . . . . .
ap1 ap2 . . . apn
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Св. 6 (λ=−1)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .

aq1 + ap1 aq2 + ap2 . . . aqn + apn
. . . . . . . . . . . .
−aq1 −aq2 . . . −aqn
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Св. 6 (λ=1)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .
ap1 ap2 . . . apn
. . . . . . . . . . . .
−aq1 −aq2 . . . −aqn
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Св. 3
= (−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .
ap1 ap2 . . . apn
. . . . . . . . . . . .
aq1 aq2 . . . aqn
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −∆.

Свойство 8: Ако имаме, че apk = λ1a1k + · · ·+ λp−1ap−1,k + λp+1ap+1,k +



5

· · · + λnank за ∀k = 1, . . . , n, където λi, i = 1, . . . p − 1, p + 1, . . . , n са
произволни числа1, то ∆ = 0.

Действително, в този случай, според Свойство 2, ∆ се разпада на сума
от n−1 нови детерминанти, всяка от които има два пропорционални реда
и е равна на нула според Свойство 5. Следователно ∆ = 0.

1В такъв случай казваме, че p-тият ред е линейна комбинация на останалите ре-
дове.


