Panr n nedekT Ha JinmHeeH
oreparTop.

Heka V' e muneitno nmpocrpanctso mag nose F)a ¢ € Hom(V). MuoxkecrBoTo
Imy = {y € V]y = ¢(x) 3a uaxoit sexrop = € V'},

C'bCTOSIIO ce OT 00pa3uTe Ha BCEBb3MOXKHUTE BEKTOPHU & € V 1101 JIeficTBUeTO
Ha XoMoMopdu3Ma ¢, ce Hapuia obpas Ha @. MHOXKECTBOTO

Kery = {x € Vl]p(z) = o},

CBCTOSAINO Ce OT OHE3W BEKTOpH T € V| KONTO XOMOMOPMU3IMBT (p U3IMPAIa
B HyJIe BHdA BEKTOD 0, ce Hapu4a Adpo Ha . OT cBoiicTBaTa Ha JIMHEHHUTE
n300pazkenus nmame, e p(0) = o u ciegosarenno Ker ¢ # &, T.K. oHe Hy-
JIEBUAT BEKTOP ce ChIbpKa B s1poro. Im ¢ u Ker ¢ ca nmojanpocrpancTsa Ha
V. Hamcruna, neka y;,y> € Im . ToBa o3nadaBa, ue ChIIecTByBaT BEKTOPU
1,22 €V iyr = @(x1) n y2 = ¢(x2). Cera nmame

Y1 +y2 = (1) + p(x2) = p(21 + 72)
U CJIeJIOBATETHO Y1 + Yo € Im . Ba npousBosien ckaiap A € F nmame
Ay = Ap(a1) = p(Az1)

u ciaegosareato A\y; € Imp. C ToBa Imp < V.
Hexka cera x1, 29 € Ker ¢. Torasa

oz +x2) = (1) = @(x2) =04+0=0
u cjieoBaTesiHo x1 + xo € Ker . 3a npousBosien ckamap A € F

90()\351) = )\90(951) = \.o=o,



KoeTo o3HavaBa, ue A\r; € Ker p. C ToBa Ker¢p < V.
Yrounenune: B o0mus cirydail, Korato pasriex jiamMe JUHEHHO n300paxKe-
HIIE

o: V=V

npu V # V' re. ¢ € Hom(V, V'), 0bpasbr u saporo Ha ¢ ce peduHUpAT 10
CJIC/IHUST HAUUH:

Imp = {y € V'|y = ¢(x) 3a naxoit sekrop x € V} <V’

Kerp={z € V|p(z) =0} < V.

Yucsioro dim Im ¢ ce nHapuua pare Ha @ U 10 6e1eKuM ¢ 1((p), a IUCIOTO
dim Ker ¢ ce napuua deghexm Ha o u ro 6esnexum ¢ d(p).

[Tpumepu:

3a p = O numame, ge O usmpalra BceKu BeKTOp x € V' B HyJIeBHUsI, 3aI[0TO
o jgedunurust O(xr) = o 3a npoussosien Bektop x € V. Torasa Im O = {o}
uKerOQ=V.

Ba ¢ = &€ secno ce Buka, 9e ImE =V u Ker € = {o}.

Heka pasriename smHeiiHoro npocrpancTBo R[z| #a mosmaoMuTe Ha €1-
Ha TIpoMeHJmBa ¢ peannn koedurmentun. Heka ¢ @ R[x] — Rz] e uzobpa-
xKenueto, 3a koeto ¢(f(x)) = f'(x) 3a npoussosen nomunom f(z) € Rx].
Or coiicTBara Ha npoussognure umame, de (f(z) + g(x)) = f'(z) + ¢'(2)
u (Af(x)) = Mf'(z) 3a npoussosnn nosunomu f(x),g(x) € R[z] u aucio
A € F. Orryk crensa, 1e ¢ € Hom(R[z]). Ker ¢ e MmuoxecTBOTO, ChCTOSIIN CE
ot onesu nosmaOoMH f(x), 3a Kouto e m3mbineno ¢(f(x)) = f'(x) = 0. dcno
e e TOBa € MHOYKECTBOTO OT KOHCTAHTHUTE mojuHoMu u Torasa Ker ¢ = R,
Or npasu/ara 3a UHTErpHpaHe JIECHO Ce ChoOpPa3siBa, Y€ BCEKH IIOJMHOM MO-
JKe Jla ce pasIyIexk/ia KaTo IIPOU3BOJIHA Ha [OJMHOM OT [0-BHCOKa cTereH. 1o
to3u Hadun Im ¢ = R[z].

dcHo e, ue ako V' e kpailHOMepHO JimHeitHo npocTpancTBo u dimV = n,
TO 3a Ipou3BoJieH JimHeeH oneparTop ¢ € Hom(p) e B cuiia 0 < r(p) < nu
0 <d(¢) < n.

Tewpaenue 1. Hexa ¢ € Hom(V) u A e mampuyama na ¢ cnpsamo kot da
e basuc na V. Tozasa r(p) = rank A.



/loxazameacmeo. Heka dukcupapame mpousBosieH 6a3uc eq,...,e, Ha V.
Heka y € Im . Toraa y = ¢(x) 3a Bekrop x € V. Heka © = Aje;+- - -+ e,.
Torasa y = Aip(er) + -+ + Ap(e,). T.K. BeKTOPBT y € MPOU3BOIHO M3-
opan, To Imp = L(p(e1),...,p(e,)). Crenoarenno r(p) = dimIme =
dim l(p(ey), ... p(e,)) = rank(p(er), ..., ¢(e,)) = panra Ha MaTpunaTa cbC
crbiboBe KoopauHaTuTe Ha p(eq), ..., p(e,) = rank A. O

CanexnctBue. Axo A u B ca mampuyume na @ cnpamo dea 6asuca nwa V', mo
rank A = rank B. C dpyeu dymu wucaomo r(p) ne sasucu om basuca.

Jlokasameacmeo. Criopen Tebpaenne 1 umame, de rank A = r(p) = rank B.
O]

Teopema 1 (3a paura u medekra). Hekxa V' e kpatinomepro npocmpan-
cmeo, a ¢ € Hom(V) e auneen onepamop. Tozasa e 6 cusa dimIme +
dim Ker ¢ = dim V.

Jlokasameacmeso. HekadimV = n, r(p) = dimIm ¢ = r,ad(p) = dim Ker p =
d. Heka (ipu nipesmosniozxkenue, de Ker ¢ # {o}) Bekropure ay, . . . , a4 ca 6asuc
Ha Kerp. T.k. d < n , 1o (pu d < n) CbIIECTBYBAT BEKTOPU (i1, - - -, Ay €
V', TakuBa 4e BEKTOPUTE a1, . . ., Ag; i1, - - - , Gn OOpadyBar 6asuc Ha V (npu
d = n HaAMa HykK/JIa OT TOBa JIOI'bIBaHe Ha Hasuca). Pasriex jame BeKTopuTe

(*) @(adJrl)’ ce 790(&71)7

kouTo ca d — n Ha 6poil. OUeBUIHO BeKTOpHUTE (%) HPUHAJJIEKAT Ha IO
poctpancTBoTO Im . 3a nponssosien BeKTOp ¥y € Im ¢ cbiecTBYBa BEKTOD
x €V, takbB ue y = p(z). Heka

T =May+ -+ XNg@ag + Agy10d41 + -+ Apay,.
Torasa nmame, e
y=p(x) = p(ar) =+ Ap(aa) + Aar19(aar1) + -+ + Angp(an),

a OTTyK n
Yy = Aar19(aas1) + -+ Applan),

[TOHEXKEe BEKTOPHUTE a1, . . ., ag € Ker ¢. CremoBareHo Bceku BekTop y € Im ¢
e JIMHellHa KOMOUHAIUs Ha BeKTopuTe ¥(agi1), .- ., ¢(a,). e nokaxem, de
BekTOpHTE (%) ca JuHeiiHo Hezaucumu. [a jmonycHeM, de

far19(aai1) + -+ ppplan) = o



3a HaKakBU 4ncia j; € F. ToBa o3nadasa, de
(p(udJrladJrl +-+ ,unan) =0,
KOETO € CKBUBAJICHTHO Ha

Pdr1Gd1 + -+ pnay, € Ker .

Torasa
Hd4+1Gd+1 + -+ fUpQp = 1101 + -+ - + Vgaq
I
viay + -0+ Uplp — fd+1Gd+1 — * 0 — fnGn = O.
T.x. BekTOpPUTE A1, ..., 04; 0441, - - -, A OOpa3yBar Oasuc Ha V', To Te ca Jiu-
HEfHO He3aBUCUMU ¥ TpsibBa V] = -+ = Vg = (—pgy1) = -+ = (—pn) = 0,

OTK'bJICTO CJIE/IBA U e BeKTopuTe (%) ca jmHeiiHo HezapucuMu. OT Ka3aHOTO
JOTYK cJiejiBa, de Bekropure (x) ca 6azuc Ha Im ¢. Taka r = dim Im ¢ = n—d,
Te. r+d=mnwmr(p)+d(e) =n. O

[Ile ka3Bame, ue jmneitausT oneparop ¢ € Hom(V') e o6pamum, ako cb-
mecTByBa JuHeeH onepatop ¢ € Hom(V'), Takb de i) = 1o = €. Heka ¢
nMa Marpuiia A, ¢ nma marpuna B. 3HaeMm, de maTpunara Ha € € €IMHII-
Hata Matpuna E. T.k. marpurara Ha ) e AB, To nosiygaBame, e AB = E|
KOETO 03HauaBa, e Marpunara A e obparuma (u det A £ 0). B takbp ciryuait
B = A~!. Marpunara A~! e equncTBenaTa ¢ ToBa CBOICTBO, a ,IIpeBeICHO"
Ha OIlepaTOpeH €3WK TOBa O3HaJYaBa, de U orepaTopbT 1 e eauHcTBeH. O3Ha-
gaBaMme T0 ¢ 1. ZcHo e, 9e mpu TOBa MOJIOYKEeHHNe H300PasKeHNATa, (0 U
ca OMEKTUBHU.

Teopema 2. Hexa V' e xpatinomepno aunetino npocmparcmeo ¢ dimV = n,
a ¢ € Hom(V'). Caednume ycaosua ca exeusarenmmu:

1) ¢ e obpamum auneen onepamop,

2) mampuyama na @ cnpamo kol da e basuc na Ve neocobena,

3) () =dimV, m.e. Imp =V,

4) d(¢) =0, m.e. Kerp = {0},

5) @ npeobpasysa (ko da e) basuc na 'V 6 (dpye) 6asuc na V.

Jlokasamencmeo. 1lle U3BBPIINM JOKA3aTEACTBOTO 10 cxemaTa 1) = 2) =
3)=4)=5)=1).
1) = 2) : Tosa Bede ro BujsIXMe TI0-TOPE.



2) = 3) : Heka A e marpumnara Ha ¢ B npou3BosieH 6asuc Ha V. T.k. A e
obparnma, 1o det A # 0 m rank A =n = dim V. Ho r(p) =rank A = r(p) =
dim V.

3) = 4) : Cnopes Teopemara 3a panra u jedekra umame, de r(¢)+d(p) =
dim V. Cera or r(p) = dim V cuensa, e d(¢) = 0.

4) = 3) : Heka d(¢) = 0 (1.e. Kerp = {0}). Heka ey, ..., e, € 6asuc na V'
u pasriename Bekropute @(eq), ..., ¢(e,) € V. Jla B3emeMm TakaBa JnHEiHA
KoMOUHaIng ¢ koeduiiuenTn \; € F', ge

Ap(er) + -+ Aplen) = o.
Ot cBoiicTBaTa Ha JWHEHHNTE N300PaKeHUs Tpeodpa3yBaMe TOPHOTO 10
e(Aer 4+ -+ Apen) = o.
ToBa o3navaBa, 1e BEKTOPBHT
Aeg + -+ \e, € Kerp = {o}
1 eJIMHCTBEHATA Bb3MOKHOCT €

Aep+ -+ e, = 0.

[Tonexe ey, ..., e, ca b6a3uc n ca JUHEHHO HE3ABUCUMU, TO A\; = « -+ = A\, = 0,
a OTTYK CjlejiBa U JIMHeHATa HEe3aBUCUMOCT Ha BekTopure p(e1), ..., p(e,).
T.x. Te ca n Ha Gpoii cienBa, de Te cbIIo obpasysar 6asuc Ha V.

5)=1): Heka ey,...,e, e 6asuc va V u p(e1),...,p(e,) cbimo e baszuc

Ha V. la osHaunm
fl = 90(61)7 s 7fn = 30(67")

. 3HaeM, e CbIIeCTBYBa ¢ IMHCTBeH JinHeeH oneparop ¢ € Hom(V'), Takbs ue
U(fi) =e;3aVi=1,...,n. Tosao3nauasa, 1e ¥ (p(e;)) = e; < (Yp)(e;) = e;
3a Vi = 1,...,n. T.x. e¢; ca 6a3ucHu BEKTOpU OT IOCJEIHOTO CJIEJBA, Ue
(Yp)(v) =v3a Vv €V, re. p = E. Ilo anasormyden HAYNH ce BIZKIA U Ue
Y = &, T.e. omIepaToOPBT (P € OOpATHM. ]



