
9.Ëÿâà è äÿñíà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ.

Îñíîâíè ãðàíèöè

Îïðåäåëåíèå 9.1: Êàçâàìå, ÷å f(x) êëîíè êúì L ïðè x → x0 îòëÿâî,
àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å îò x0 − δ < x < x0 äà
ñëåäâà |f(x) − L| < ε. Çàïèñâàìå lim

x→x0−0
f(x) = L èëè lim

x → x0
x < x0

f(x) = L.

Çàáåëåæêà: Èçðå÷åíèåòî ½f(x) êëîíè êúì L ïðè x → x0 îòëÿâî� ìîæå
äà ñå èçêàæå åêâèâàëåíòíî ïî ñëåäíèòå íà÷èíè: ½f(x) èìà ãðàíèöà L
îòëÿâî ïðè x → x0� è ½ëÿâàòà ãðàíèöà íà f(x) ïðè x → x0 å L.�

Îïðåäåëåíèå 9.2: Êàçâàìå, ÷å f(x) êëîíè êúì L ïðè x → x0 îòäÿñíî,
àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å îò x0 < x < x0 + δ äà
ñëåäâà |f(x) − L| < ε. Çàïèñâàìå lim

x→x0+0
f(x) = L èëè lim

x → x0
x > x0

f(x) = L.

Çàáåëåæêà: Èçðå÷åíèåòî ½f(x) êëîíè êúì L ïðè x → x0 îòäÿñíî� ìîæå
äà ñå èçêàæå åêâèâàëåíòíî ïî ñëåäíèòå íà÷èíè: ½f(x) èìà ãðàíèöà L
îòäÿñíî ïðè x → x0� è ½äÿñíàòà ãðàíèöà íà f(x) ïðè x → x0 å L.�

Ïðèìåð 9.1: Äà ñå ïðåñìåòíàò ëÿâàòà è äÿñíàòà ãðàíèöà íà ôóíêöè-
ÿòà f(x) = x2 ïðè x = 7. Îòãîâîð: lim

x→x0−0
f(x) = 49 = lim

x→x0+0
f(x).

Ïðèìåð 9.2: Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà

f(x) =

{
x2, x ̸= 7
0, x = 7.

, f : R → R.

Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å lim
x→x0−0

f(x) = 49 = lim
x→x0+0

f(x).
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Ïðèìåð 9.3: Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà:

f(x) =

{
0, àêî 0 ≤ x ≤ 1

1, àêî 1 < x ≤ 2

Ëÿâàòà ãðàíèöà íà f(x) ïðè x → 1 e 0, à äÿñíàòà ãðàíèöà íà f(x) ïðè
x → 1 å 1. Çàòîâà è ôóíêöèÿòà íÿìà ãðàíèöà ïðè x → 1.

Ïðèìåð 9.4: Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà:

f(x) =

{
x2, àêîx ≤ 0

x, àêî0 < x

Ëÿâàòà ãðàíèöà íà f(x) ïðè x → 0 e 0, à äÿñíàòà ãðàíèöà íà f(x) ïðè
x → 1 ñúùî å 1. Ôóíêöèÿòà èìà ãðàíèöà ïðè x → 0 è òÿ å 0.

Åêâèâàëåíòíî ëÿâà è äÿñíà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ ìîãàò äà ñå äåôèíè-
ðàò ÷ðåç äåôèíèöèÿòà íà Õàéíå:

Îïðåäåëåíèå 9.3: Íåêà f(x) å äåôèíèðàíà â ìíîæåñòâîòî D è íåêà
x0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà D∩(−∞, x0). Ùå êàçâàìå, ÷å f(x) êëîíè êúì
L ïðè x → x0 îòëÿâî, êîãàòî êàêâàòà è êëîíÿùà êúì x0 ðåäèöà {xn}∞n=1

îò òî÷êè îò D ∩ (−∞, x0) äà èçáåðåì (ò.å. xn < x0), ñúîòâåòíàòà ðåäèöà
îò ôóíêöèîíàëíè ñòîéíîñòè {f(xn)} äà êëîíè êúì L.

Îïðåäåëåíèå 9.4: Íåêà f(x) å äåôèíèðàíà â ìíîæåñòâîòî D è íåêà
x0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà D ∩ (x0,+∞). Ùå êàçâàìå, ÷å f(x) êëîíè
êúì L ïðè x → x0 îòäÿñíî, êîãàòî êàêâàòà è êëîíÿùà êúì x0 ðåäèöà
{xn}∞n=1 îò òî÷êè îò D ∩ (0,+∞) äà èçáåðåì (ò.å. xn > x0), ñúîòâåòíàòà
ðåäèöà îò ôóíêöèîíàëíè ñòîéíîñòè {f(xn)} äà êëîíè êúì L.

Òâúðäåíèå 9.1: lim
x→x0

f(x) = L ⇐⇒ lim
x→x0−0

f(x) = L è lim
x→x0+0

f(x) = L.

Äîêàçàòåëñòâî:

⇒) Íåêà lim
x→x0

f(x) = L. Ùå äîêàæåì, ÷å lim
x→x0−0

f(x) = L è lim
x→x0+0

f(x) =

L. Ôèêñèðàìå ε > 0. Îò äåôèíèöèÿòà íà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ ñëåäâà, ÷å
ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å îò x0−δ < x < x0+δ äà ñëåäâà |f(x)−L| < ε.
Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò ëÿâàòà è äÿñíàòà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿòà.
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⇐)Íåêà lim
x→x0−0

f(x) = L è lim
x→x0+0

f(x) = L. Ùå äîêàæåì, ÷å lim
x→x0

f(x) =

L. Ôèêñèðàìå ε > 0. Îò äåôèíèöèÿòà íà ëÿâà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ ñëåä-
âà, ÷å ñúùåñòâóâà δ1 > 0 òàêîâà, ÷å îò x0−δ1 < x äà ñëåäâà |f(x)−L| < ε.
Îò äåôèíèöèÿòà íà äÿñíà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà
δ2 > 0 òàêîâà, ÷å îò x < x0 + δ2 äà ñëåäâà |f(x) − L| < ε. Ñëåäîâà-
òåëíî ñúùåñòâóâàò ëÿâàòà è äÿñíàòà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿòà. Íåêà âúâå-
äåì îçíà÷åíèåòî δ = min(δ1, δ2). Toãàâà ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å îò
x0 − δ < x < x0 + δ äà ñëåäâà |f(x) − L| < ε. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà
ãðàíèöàòà íà ôóíêöèÿòà è òÿ å ðàâíà íà L.

Îñíîâíè ãðàíèöè è ñëåäñòâèÿ îò òÿõ:

1. lim
x→0

sinx

x
= 1;

2. lim
x→0

tg x

x
= 1;

3. lim
x→0

arcsinx

x
= 1;

4. lim
x→0

arctg x

x
= 1;

5. lim
x→0

(1 + x)
1
x .

Äîêàçàòåëñòâî:

1. Íåêà k å åäèíè÷íà îêðúæíîñò ñ öåíòúð O è ∠AOB å öåíòðàëåí
úãúë ñ ãîëåìèíà x. Ïîñòðîÿâàìå âèñî÷èíàòà îò B â △AOB è äî-
ïèðàòåëíàòà êúì k â A, tA. Íåêà D = tA ∩ lOB, êúäåòî lOB å ïðàâà-
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òà, ìèíàâàùà ïðåç B è O. Ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ìåæäó ëèöåòî íà
△AOB (S△AOB), ëèöåòî íà △AOD (S△AOD) è ëèöåòî íà ñåêòîðà,
ñúîòâåòñòâàù íà äúãàòà AB (SkAB

):

S△AOB < SkAB
< S△AOD

å èçïúëíåíî çà 0 < x < π/2. Òúé êàòî AB = sinx (ïî äåôèíèöèÿòà
çà ñèíóñ) è AD = tg x (ïî äåôèíèöèÿòà çà òàíãåíñ), òî S△AOB = sinx

2

è S△AOD = tg x
2
. Ëèöåòî íà ñåêòîðà e

SkAB
= (÷àñò îò ëèöåòî íà êðúãà).(ëèöåòî íà åäèíè÷íèÿ êðúã)

=
x

2π
(π.12) =

x

2
.

Çà x ∈ (0,+π/2) å èçïúëíåíî, ÷å

sinx

2
<

x

2
<

tg x

2
⇔ sinx < x < tg x (1)

Äåëèì ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî íà sinx, êîåòî å ïîëîæèòåëíî çà
x ∈ (0,+π/2), è ïîëó÷àâàìå

1 <
x

sinx
< cosx. (2)

Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî å èçïúëíåíî è çà x ∈
(
−π

2
, 0
)
, òúé êàòî

x

sinx
=

−x

sin(−x)
, cos(x) = cos(−x)

Òàêà çàêëþ÷âàìå, ÷å

1 ≤ x

sinx
≤ cosx çà x ∈

(
−π

2
,
π

2

)
/{0}.

Ïóñêàìå x äà êëîíè êúì 0 è ñòèãàìå äî èçâîäà:

1 ≤ lim
x→0

x

sinx
≤ lim

x→0
cosx = 1.

ïî ëåìàòà çà äâàìàòà ïîëèöàè çà ôóíêöèè. Åêâèâàëåíòíî sinx
x

= 1.

2. lim
x→0

tg x

x
= lim

x→0

1

cosx
· lim
x→0

sinx

x
=

1

cos 0
· 1 = 1.
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3. Íåêà äà âúâåäåì îçíà÷åíèÿòà:

f(x) =
arcsinx

x
, [−1, 1] /{0} → R

g(y) = sin(y),
[
−π

2
,
π

2

]
/{0} → [−1, 1] /{0}.

Òîãàâà

lim
x→0

arcsinx

x
= lim

y→0
f(g(y)) = lim

y→0

y

sin y
= 1.

Â ïîñëåäíàòà ñìåòêà ñìå âçåëè ïðåäâèä, ÷å îò x → 0 ñëåäâà y =
sinx → 0.

4. Àíàëîãè÷íî íà ïðåäèøíîòî äîêàçàòåëñòâî.
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