
8.Ãðàíèöè íà ôóíêöèè. Åêâèâàëåíòíîñò íà

äåôèíèöèèòå íà Õàéíå è Êîøè. Ñâîéñòâà

íà ãðàíèöèòå

Òóê ùå ñå îïèòàì êðàòêî äà îòãîâîðÿ íà âúïðîñà êúäå íà ïðàêòèêà ñå
èçïîëçâàò ãðàíèöè íà ôóíêöèè. ×åñòî â ïðàêòèêàòà ïðè îïèñâàíå íà ðå-
àëíè ïðîöåñè, èçïîëçâàìå ôóíêöèè. Ïîíÿêîãà íå ìîæåì äà ïðåñìåòíåì
òúðñåíàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà â îïðåäåëåíà òî÷êà, à ñúùåâðåìåí-
íî íè å íåîáõîäèìà òàçè èíôîðìàöèÿ. Ãðàíèöèòå íà ôóíêöèè íè äàâàò
èíôîðìàöèÿ êàêâî ñå ñëó÷âà ñúñ ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà êàòî ñå äîáëè-
æèì áåçêðàéíî ìíîãî äî àðãóìåíòà.

Ïðèìåð 8.1: Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = 1
x
. Îò ó÷èëèùå å èç-

âåñòíî, ÷å íå ìîæå x = 0, çàùîòî íà íóëà íå ñå äåëè. Íî âúïðîñúò òóê å
äðóã: Êàêâî ñå ñëó÷âà êàòî ñå ïðèáëèæàâàìå âñå ïîâå÷å è ïîâå÷å êúì 0?

Ïðåäè äà ïðîäúëæèì êúì äåôèíèöèÿòà çà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ, ùå
ñè ïðèïîìíèì îïðåäåëåíèåòî çà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà ìíîæåñòâî:

Îïðåäåëåíèå 8.1: Êàçâàìå, ÷å x0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ìíîæåñ-
òâîòî îò ðåàëíè ÷èñëà D, àêî âúâ âñÿêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 èìà
åëåìåíòè îò ìíîæåñòâîòî D, ðàçëè÷íè îò x0.

Çàáåëåæêà: Îïðåäåëåíèåòî îçíà÷àâà, ÷å êîëêîòî è ìàëêà ïðîáèòà
îêîëíîñò íà òî÷êàòà íà ñãúñòÿâàíå äà âçåìåì âèíàãè ùå èìà åëåìåíòè
íà ìíîæåñòâîòî â òàçè îêîëíîñò.

Ïðèìåð 8.2: Î÷åâèäíî, êîÿòî è òî÷êà äà âçåìåì îò ìíîæåñòâîòî íà
ðåàëíèòå ÷èñëà, òÿ å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå, çàùîòî âúâ âñÿêà îêîëíîñò íà
òàçè òî÷êà èìà áåçáðîé ìíîãî ðåàëíè ÷èñëà.
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Ïðèìåð 8.3: Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî X = (0,+∞). Òoâà ìíî-
æåñòâî ñúäúðæà ñàìî ïîëîæèòåëíè åëåìåíòè è íå ñúäúðæà 0. Íî 0 å
òî÷êà çà ñãúñòÿâàíå íà ìíîæåñòâîòî X, çàùîòî êîëêîòî è ìàëêà îêîë-
íîñò (−ε,+ε) äà âçåìåì, òî â íåÿ âèíàãè ùå èìàìå ïîëîæèòåëåí åëåìåíò
îò X.

Òâúðäåíèå 8.1: Äàäåíà å ðåäèöà {an} è X å ìíîæåñòâî ñ åëåìåíòè
÷ëåíîâåòå íà ðåäèöàòà {an}∞n=1 :

X = {an|n ∈ N}.

Ùå äîêàæåì, ÷å àêî x0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà X, òî x0 å òî÷êà íà
ñãúñòÿâàíå çà ðåäèöàòà {an}∞n=1 .

Äîêàçàòåëñòâî:
Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. x0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà X, íî x0 íå
å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ðåäèöàòà {an}∞n=1 . Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà
îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 òàêàâà, ÷å â íåÿ èìà ñàìî êðàåí áðîé åëåìåíòè
íà ðåäèöàòà. Òîâà ïúê îò ñâîÿ ñòðàíà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà ïî-ìàëêà
îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0, â êîÿòî ñå íàìèðà ñàìî òÿ. Ñëåäîâàòåëíî x0 íå
å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ìíîæåñòâîòî X (îò îïðåäåëåíèåòî çà òî÷êà íà
ñãúñòÿâàíå çà ìíîæåñòâî). Òîâà ïðîòèâîðå÷è íà äîïóñêàíåòî. ■

Çàáåëåæêà: Íî íå å â ñèëà îáðàòíîòî, ò.å. îò x0 å òî÷êà íà ñãúñòÿ-
âàíå çà ðåäèöàòà {an}∞n=1 íå ñëåäâà x0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà X. Çà
äà äîêàæåì òîâà, å äîñòàòú÷íî äà äàäåì êîíòðàïðèìåð. Äà ðàçãëåäàìå
ðåäèöàòà:

1, 1, 1, ...

Òî÷êàòà 1 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ðåäèöàòà an = 1, íî íå å òî÷êà íà
ñãúñòÿâàíå çà ìíîæåñòâîòî {1}.
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Òâúðäåíèå 8.2: Òî÷êàòà x0 å òî÷êà çà ñãúñòÿâàíå íà D òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà ðåäèöà xn îò åëåìåíòè íà D (xn ̸= x0) òàêàâà,
÷å xn −→

n→∞
x0.

Äîêàçàòåëñòâî:

⇒) Íåêà òî÷êàòà x0 å òî÷êà çà ñãúñòÿâàíå íà D. Ùå äîêàæåì, ÷å
ñúùåñòâóâà ðåäèöà xn îò åëåìåíòè íà D (xn ̸= x0), êîÿòî äà êëîíè êúì
x0. Íåêà äà ïîñòðîèì ðåäèöàòà {xn}∞n=1 ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Ðàçãëåæäà-
ìå èíòåðâàëà (x0 − 1, x0 + 1). Èçáèðàìå îò íåãî åäíà ïðîèçâîëíà òî÷êà
x1 ̸= x0. Íàìàëÿâàìå äúëæèíàòà íà ñèìåòðè÷íèÿ èíòåðâàë 2 ïúòè, ò.å.
ðàçãëåæäàìå (x0− 1/2, x0+1/2). Èçáèðàìå îò òîçè èíòåðâàë ïðîèçâîëíà
òî÷êà x2 ̸= x0. È òàêà íàòàòúê. Íà k-òà ñòúïêà ïîëó÷àâàìå èíòåðâàëà
(x0 − 1/2k−1, x0 + 1/2k−1), îò êîéòî èçáèðàìå ïðîèçâîëíà òî÷êà xk ̸= x0.
Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å ïîëó÷åíàòà ïî òîçè íà÷èí ðåäèöà å ñõîäÿùà. Çà
öåëòà ôèêñèðàìå ε0. Òîãàâà ñúùåñòâóâà η0 ∈ N òàêîâà, ÷å

x0 − ε0 < x0 −
1

2η0−1
< xn < x0 +

1

2η0−1
< x0 + ε0

ïðè n > η0. Ïðè÷èíàòà äà å èçïúëíåíî çà âñÿêî n > η0 e, ÷å èíòåðâàëèòå
ñà âëîæåíè åäèí â äðóã. Ñ òîâà äîêàçàõìå ïðàâàòà ïîñîêà.

⇐) Íåêà {xn} e ðåäèöà îò åëåìåíòè íà D (xn ̸= x0), êîÿòî äà êëîíè
êúì x0. Ùå äîêàæåì, ÷å òî÷êàòà x0 å òî÷êà çà ñãúñòÿâàíå íà D. Ïî
äåôèíèöèÿòà çà ñõîäèìîñò íà ðåäèöà ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî ε > 0
ñúùåñòâóâà η ∈ N òàêîâà, ÷å |xn − x0| < ε ïðè n > η. Ôèêñèðàìå ε0.
Toãàâà ñúùåñòâóâà ε1:

x0 − ε0 < x0 − ε1 < xn < x0 + ε1 < x0 + ε0

îò äåôèíèöèÿòà çà ñõîäèìîñò íà ðåäèöà. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò áåç-
áðîé ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà âúâ âñÿêà ε0-îêîëíîñò íà x0. È îò òóê
òî÷êàòà x0 å òî÷êà çà ñãúñòÿâàíå íà D. ■

Ñåãà ùå âúâåäåì ïîíÿòèåòî ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ. Íî ïðåäè òîâà èñ-
êàì äà Âè íàñî÷à äà ïðîäúëæåòå äà ÷åòåòå ñëåä îïðåäåëåíèåòî (äîðè è
äà íå ñòå óñïåëè äà ãî ðàçáåðåòå íàïúëíî). Òàì ñúì äîïèñàëà äîïúëíè-
òåëíè ðàçÿñíåíèÿ è ïðèìåðè, êîèòî áèõà ìîãëè äà âè ïîìîãíàò â òîâà
íà÷èíàíèå.
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Îïðåäåëåíèå 8.2 (íà Êîøè): Íåêà f(x) å ôóíêöèÿ ñ äåôèíèöè-
îííà îáëàñò D è íåêà x0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà D. Ùå êàçâàìå, ÷å
÷èñëîòî L å ãðàíèöà íà f(x) ïðè x, êëîíÿùî êúì x0, àêî ïðè âñåêè èçáîð
íà ïîëîæèòåëíîòî ÷èñëî ε ìîæå äà ñå íàìåðè δ > 0 òàêîâà, ÷å îò óñëî-
âèÿòà x ∈ D, x ̸= x0 è |x−x0| < δ äà ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî |f(x)−L| < ε.
Òîãàâà ïèøåì lim

x→x0

f(x) = l (÷åòåì ½f(x) êëîíè êúì l ïðè x êëîíÿùî êúì

x0�).
Çàáåëåæêà 1:Èíòóèòèâíî êàçàíî: êîãàòî x ñå äîáëèæàâà äî x0, ñòîé-

íîñòòà íà f(x) ñå äîáëèæàâà ìíîãî äî íÿêàêâî ÷èñëî L.
Çàáåëåæêà 2: Çàùî å íåîáõîäèìî x0 äà å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà

ìíîæåñòâîòî D? Aêî x0 íå å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå, òî òîãàâà íÿìà äà èìà
òî÷êè îò ìíîæåñòâîòî âúâ âñÿêà íåéíà ïðîáèòà ε−îêîëíîñò. Ñëåäîâà-
òåëíî íÿìà äà å âúçìîæíî äà ïðåñìåòíåì, êàêâî ñå ñëó÷âà â áëèçîñò íà
òî÷êàòà x0. Ïðè÷èíàòà çà òîâà å, ÷å íÿìà äà èìà åëåìåíòè íà ìíîæåñò-
âîòî, êîèòî ñà áåçêðàéíî áëèçêî äî àðãóìåíòà íà ôóíêöèÿòà.

Çàáåëåæêà 3: Çàùî â îïðåäåëåíèåòî ñå èñêà x ̸= x0? Çàùîòî èñêàìå
äà ïðåñìåòíåì êàêâî ñå ñëó÷âà áåçêàéíî áëèçêî äî òî÷êàòà x0, à íå � â
íåÿ.

Çàáåëåæêà 4: Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å L ̸= f(x0) â îáùèÿ ñëó÷àé.
Ïúðâî f(x0) ìîæå äà íå å äåôèíèðàíî, à ãðàíèöàòà äà ñè ñúùåñòâóâà.
Âòîðî ãðàíèöàòà ìîæå äà íå ñúùåñòâóâà, íî f(x0) äà ìîæå äà ñå ïðåñìåò-
íå. Òðåòî âúçìîæíî å ãðàíèöàòà äà ñúùåñòâóâà è f(x0) å äåôèíèðàíî, íî
ïðîñòî äâåòå ÷èñëà äà íå ñà ðàâíè. Çà ïî-ïîäðîáíè ðàçÿñíåíèÿ ïðåãëå-
äàéòå ïðèìåðèòå ïî-äîëó.

Ïðèìåð 8.4: Äà ñå ïðåñìåòíå ãðàíèöàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = x2 ïðè
x = 7.
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� èíòóèòèâíî îáÿñíåíèå çàùî L = 49. Ïúðâî äà ðàçãëåäàìå ãðà-
ôèêàòà. Òðÿáâà äà ïðåñìåòíåì ãðàíèöàòà íà ôóíêöèÿòà ïðè x0 = 7.
ßñíî å, ÷å ìîæåì äà ñìåòíåì f(7) = 49. Îò ãðàôèêàòà âèæäàìå, ÷å
òî÷êèòå, êîèòî ñå íàìèðàò ñóïåð áëèçî äî x0 = 7, áè òðÿáâàëî äà
îòèäàò â òî÷êè, êîèòî ñå íàìèðàò áëèçî äî 49.

� ãðàôè÷íî îáÿñíåíèå çàùî L = 49. Ùå äîêàæåì, ÷å ãðàíèöàòà
íà ôóíêöèÿòà f(x) = x2 ïðè x → 7 å 49, êàòî çà öåëòà èçïîëçâàìå
ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà. Äà äîïóñíåì, ÷å L ̸= 49. Áåç äà îãðàíè-
÷àâàìå îáùíîñòòà ùå ñ÷èòàìå, ÷å L > 49. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ε0 > 0
òàêîâà, ÷å äà å èçïúëíåíî f(x0) < L − ε0 < L < L + ε0. Íåêà äà
÷åðòàåì ïðàâè y = L − ε0 è y = L + ε0, êîèòî ñà óñïîðåäíè íà
àáöèñàòà. Ïðîåêòèðàìå ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà ïðàâèòå ñ ôóíêöèÿòà
âúðõó àáñöèñàòà è ïîëó÷àâàìå

Oñòàâà äà èçáåðåì δ > 0 òàêîâà, ÷å îò x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) {x0}
äà ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî f(x) ∈ (L − ε0, L + ε0) (ïî äåôèíèöèÿ çà
ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ). Îò ÷åðòåæà ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å êàêâîòî
è δ > 0 äà èçáåðåì, å íåâúçìîæíî äà å èçïúëíåíî òîâà óñëîâèå.
Ïðè÷èíàòà çà òîâà å ñëåäíàòà. Òúé êàòî îêîëíîñòòà íà òî÷êàòà x0 å
ñèìåòðè÷íà, òî â òàçè îêîëíîñò ñúùåñòâóâà x∗ < x0. Ñëåäîâàòåëíî

1

1Íà ïðàêòèêà òóê èçïîëçâàìå ôàêòà, ÷å ôóíêöèÿòà å ìîíîòîííî ðàñòÿùà
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f(x) < f(x0) < L− ε0 < L, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà îïðåäåëåíèåòî.

� Èëþñòðàöèÿ íà äåôèíèöèÿòà íà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ. Íåêà
äà èçáåðåì ε0 = 32. Ñïîðåä îïðåäåëåíèåòî òðÿáâà äà íàìåðèì δ0 > 0
òàêîâà, ÷å îò |x − x0| < δ0, x ̸= x0 äà ñëåäâà |f(x) − L| < ε0. Â
êîíêðåòíèÿ ïðèìåð òðÿáâà äà íàìåðèì δ0 > 0 òàêîâà, ÷å îò x ∈
(7− δ0, 7+ δ0) äà ñëåäâà f(x) ∈ (49− 32, 49+ 32) = (17, 81). Íåêà äà
íà÷åðòàåì y = 17 è y = 81, êîèòî óñïîðåäíè íà àáöèñàòà è ìèíàâàò
ïðåç òî÷êèòå (0,17) è (0,81). Òåõíèòå ïðåñå÷íèòå òî÷êè ñ ãðàôèêàòà
íà ôóíêöèÿòà ïðîåêòèðàìå âúðõó àáöèñàòà è ïîëó÷àâàìå òî÷êèòå
a1 = (

√
17, 0) è b1 = (

√
81, 0) (âèæ ãðàôèêàòà ïî-äîëó).

Èñêàìå äà íàìåðèì δ0 > 0 òàêîâà, ÷å îò x ∈ (7−δ0, 7+δ0) äà ñëåäâà
f(x) ∈ (17, 81). Ñëåäîâàòåëíî èíòåðâàëúò (7 − δ0, 7 + δ0) òðÿáâà äà
ïðèíàäëåæè íà [a1, b1] (Çàùî?). Íåêà äà èçáåðåì δ0 = 2. Òîãàâà
b1 = 9 = 7 + δ0, à òî÷êàòà x0 − δ0 ∈ [a1, b1]. Òîãàâà îò |x0 − 7| < δ0
ñëåäâà, ÷å |f(x)− L| < ε0.

2

� Ñòðîãî äîêàçàòåëñòâî. Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å ãðàíèöàòà íà f(x) =
x2 ïðè x → 7 e 49. Çà òàçè öåë òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å çà âñÿêî ε > 0
ñúùåñòâóâà δ > 0 òàêîâà, ÷å îò |x − 7| < δ äà ñëåäâà |x2 − 49| < ε.

2Âñÿêî δ0 < 2 ñúùî áè íè äîâåëî äî ñúùèÿ èçâîä.
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Çàäàâàìå ε > 0 ïðîèçâîëíî. Òîãàâà òðÿáâà äà íàìåðèì δ > 0 òàêà-
âà, ÷å îò |x−7| < δ äà ñëåäâà |x2−49| < ε. Äîêàçàòåëñòâî íà òàêèâà
çàäà÷è ñå ñâåæäà äî ñëåäíèòå ñòúïêè. Ïúðâà ñòúïêà ïðèåìàìå, ÷å
|x−7| < δ å èçïúëíåíî. Âòîðà ñòúïêà òðÿáâà äà îãðàíè÷èì |x2−49|
îòãîðå ÷ðåç èçðàç, êîéòî ñå ñúñòîè ñàìî îò äåëòè è ÷èñëà è ìîæå
äà ñòàíå ÷èñëî ìíîãî áëèçêî äî 0, êàòî èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâîòî
|x − 7| < δ. Â òàçè ñòúïêà îáèêíîâåíî ñå ïðîöåäèðà ñ âåðèãà îò
íåðàâåíñòâà. Ïðåñìÿòàìå ïîñëåäîâàòåëíî

|x2 − 49| = |x− 7| · |x+ 7| < δ · |7 + δ + 7| = (14 + δ)δ

Ïîëàãàìå èçðàçúò (δ + 7)2 − 49 = ε, òî òîãàâà δ =
√
ε+ 49− 7. ■

Ïðèìåð 8.5: Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà

f(x) =

{
x2, x ̸= 7
0, x = 7.

, f : R → R.

Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å

f(7) = 0 ̸= 49 = lim
x→7

f(x).

Äîêàçàòåëñòâîòî íà ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å ñúùîòî êàòo â ïðåäíèÿ ïðè-
ìåð.

Ïðèìåð 8.6: Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà

f(x) =
sinx

x
, f : (−∞, 0) ∪ (0,+∞) → R.

Ïðè x = 0 ôóíêöèÿòà íå å äåôèíèðàíà, íî lim
x→x0

f(x) = 1 (ïîñëåäíîòî

òâúðäåíèå ùå ãî äîêàæåì â ñëåäâàùàòà òåìà).

Ïðèìåð 8.7: Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà:

f(x) =

{
0, àêî 0 ≤ x ≤ 1

1, àêî 1 < x ≤ 2

Ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà èçãëåæäà òàêà:
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Òàçè ôóíêöèÿ íÿìà ãðàíèöà ïðè x → 1. Íà èíòóàòèâíî íèâî � òàçè
ôóíêöèÿ íÿìà ãðàíèöà ïðè x → 1, çàùîòî êîãàòî ñå äîáëèæèì ìíîãî
áëèçêî äî x0 = 1 îò ëÿâî ñå äîáëèæàâàìå áåçêðàéíî áëèçî äî 0, à àêî ñå
äîáëèæèì îò äÿñíî � 1. Òúé êàòî ïîëó÷àâàìå ðàçëè÷íè ÷èñëà, êàòî ñå
äîáëèæèì îò äâåòå ñòðàíè, òî ôóíêöèÿòà íÿìà ãðàíèöà ïðè x0 = 0. Äà
ïðåìèíåì êúì äîêàçàòåëñòâîòî. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. ôóíêöèÿòà
èìà ãðàíèöà ïðè x → 1. Èçáèðàìå ε = 1

4
. Òîãàâà òðÿáâà äà íàìåðèì δ > 0

òàêîâà, ÷å àêî |x− x0| = |x− 1| < δ, òî |f(x)− L| < ε = 1
4
. Ïðåñìÿòàìå

|f(x)− L| =
{

|0− L| = |L|, àêî x ≤ 1,
|1− L|, àêî 1 < x.

Òîãàâà îò íåðàâåíñòâîòî |f(x)− L| < 1
4
ñëåäâà∣∣∣∣∣∣∣

−1

4
< L <

1

4

−1

4
< 1− L <

1

4

⇐⇒

∣∣∣∣∣∣∣
−1

4
< L <

1

4
3

4
< L <

5

4

òàêà äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå.■
Çàáåëåæêà: Åäèí ïî-íàáëþäàòåëåí ÷èòàòåë áè çàïèòàë çàùî äà ñìå

äîñòèãíàëè äî ïðîòèâîðå÷èå. Íèå íèêúäå íå ñìå äîêàçàëè, ÷å ñúùåñòâóâà
åäèíñòâåíî ÷èñëî L, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà îïðåäåëåíèåòî íà Êîøè. Ñåãà
ùå äîêàæåì òîâà.

Òâúðäåíèå 8.3: Åäíà ôóíêöèÿ èëè êëîíè êúì åäèíñòâåíî ÷èñëî ïðè
x → x0, èëè âúîáùå íÿìà ãðàíèöà ïðè x → x0.
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Äîêàçàòåëñòâî:
Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî, ò.å. ÷å ñúùåñòâóâàò äâå ðàçëè÷íè ÷èñëà L1 è L2,
êîèòî ñà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿòà f(x) ïðè x êëîíÿùî êúì x0. Íåêà D å
äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâîòî íà ôóíêöèÿòà f . Ïîíåæå L1 = lim

x→x0

f(x),

òî çà âñÿêî ε1 > 0 ñúùåñòâóâà δ1 > 0 òàêîâà, ÷å îò óñëîâèÿòà x ∈ D {x0}
è |x − x0| < δ1 äà ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî |f(x) − L1| < ε1. Ïîíåæå L2 =
lim
x→x0

f(x), òî çà âñÿêî ε2 > 0 ñúùåñòâóâà δ2 > 0 òàêîâà, ÷å îò óñëîâèÿòà

x ∈ D {x0} è |x − x0| < δ2 äà ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî |f(x) − L2| < ε2.

Èçáèðàìå ε1 = ε2 = |L1−L2|
2

> 0. Òîãàâà ñúùåñòâóâà òî÷êà x ̸= x0 îò D,
çà êîÿòî äà å èçïúëíåíî åäíîâðåìåííî |x − x0| < δ1 è |x − x0| < δ2. Áåç
îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å δ1 < δ2. Òîãàâà

|x− x0| < δ1 < δ2

èëè ãðàôè÷íî

x0 − δ2
x0 − δ1

x x0 x0 + δ1 x0 + δ2

Òàêà ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà âåðèãà îò íåðàâåíñòâà:

|L1 − L2| = |L1 − f(x) + f(x)− L2| ≤ |L1 − f(x)|+ |f(x)− L2|
< ε+ ε = 2ε = |L1 − L2|.

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å |L1 − L2| < |L1 − L2|. Îò êúäåòî äîñòèãíàõìå äî
ïðîòèâîðå÷èå3 ñ äîïóñêàíåòî, ÷å ñúùåñòâóâàò 2 ðàçëè÷íè ãðàíèöè íà
ôóíêöèÿòà ïðè x → x0. Ñëåäîâàòåëíî åäíà ôóíêöèÿ íå ìîæå äà ïðèòå-
æàâà 2 ðàçëè÷íè ãðàíèöè ïðè x, êëîíÿùî êúì x0 � òÿ èëè êëîíè êúì
åäèíñòâåíî ðåàëíî ÷èñëî, èëè íÿìà ãðàíèöà. ■

Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ ìîæå äà ñå âúâåäå è ÷ðåç ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ:

Îïðåäåëåíèå 8.3 (íà Õàéíå): Íåêà f(x) å äåôèíèðàíà â ìíîæåñò-
âîòî D è íåêà x0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà D. Ùå êàçâàìå, ÷å f(x) èìà
ãðàíèöà, ðàâíà íà L, êîãàòî êàêâàòà è êëîíÿùà êúì x0 ðåäèöà {xn}∞n=1

îò òî÷êè îò D äà èçáåðåì (çà êîèòî x ̸= x0) ñúîòâåòíàòà ðåäèöà îò ôóí-
êöèîíàëíè ñòîéíîñòè {f(xn)} äà êëîíè êúì L.

3Ïðîòèâîðå÷èåòî ñå äúëæè íà ôàêòà, ÷å âñúùíîñò L1 = L2 è ñëåäîâàòåëíî ñìå

èçáðàëè ε1 = ε2 = 0.
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Çàáåëåæêà 1: Äåôèíèöèÿòà íà Õàéíå ñå îêàçâà ïî-óäîáíà çà èçïîë-
çâàíå ïðè ãîëÿìà ÷àñò îò äîêàçàòåëñòâàòà. Ïðè÷èíàòà çà òîâà å, ÷å òÿ ñå
îñíîâàâà íà ïîíÿòèåòî ½ðåäèöà�, çà êîåòî ñìå äîêàçàëè ìíîãî ñâîéñòâà è
òâúðäåíèÿ.

Çàáåëåæêà 2: Â ïúðâîòî òâúðäåíèå â òåìàòà äîêàçàõìå, ÷å çà âñÿêà
òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå x0 íà äàäåíî ìíîæåñòâî ìîæåì äà íàìåðèì ðåäè-
öà, êëîíÿùà êúì x0. Â îïðåäåëåíèåòî ñå êàçâà, ÷å òðÿáâà äà ðàçãëåäà-
ìå âñè÷êè ðåäèöè {xn}, êëîíÿùè êúì x0 (ò.å. âñè÷êè ðåäèöè, êîèòî â
áåçêðàéíîñò ñå íàìèðàò ñóïåð áëèçêî äî òî÷êàòà x0). Çà òÿõ òðÿáâà äà
ïðåñìåòíåì ãðàíèöèòå íà ðåäèöèòå {f(xn)}. Àêî âñè÷êè òåçè ãðàíèöè ñà
ðàâíè íà ÷èñëî L, òî êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà èìà ãðàíèöà.

Òâúðäåíèå 8.4: Äåôèíèöèÿòà íà Êîøè è äåôèíèöèÿòà íà Õàéíå çà
ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ ñà åêâèâàëåíòíè.

Òâúðäåíèå 8.5: Àêî lim
x→x0

f(x) = A è lim
x→x0

g(x) = B, òî

� lim
x→x0

(f(x)± g(x)) = A±B;

� lim
x→x0

f(x) · g(x) = A ·B;

� Àêî g(x) ̸= 0 è B ̸= 0, òî lim
x→x0

f(x)
g(x)

= A
B
.

Òâúðäåíèå 8.6: Íåêà

� f : D → D1 è g : D1 → R;

� lim
x→x0

f(x) = y0, êàòî f(x) ̸= y0;

� lim
y→y0

g(y) = A.

Òîãàâà lim
x→x0

g(f(x)) = A.

Òâúðäåíèå 8.7: Íåêà f(x) ≤ g(x) çà x ∈ D(f) ∩D(g), êúäåòî D(f) è
D(g) ñà äåôèíèöèîííèòå ìíîæåñòâà ñúîòâåòíî íà ôóíêöèÿòà f è g. Àêî
lim
x→x0

f(x) = A è lim
x→x0

g(x) = B, òî A ≤ B.
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