
7.Íàé-ãîëÿìà è íàé-ìàëêà òî÷êà íà

ñãúñòÿâàíå

Íåêà X å ìíîæåñòâî îò òî÷êèòå íà ñãúñòÿâàíå çà ðåäèöàòà {cn}∞n=1 .

Îïðåäåëåíèå 7.1: Àêî X e îãðàíè÷åíî îòäîëó è x0 = infX, òî ùå
íàðè÷àìå x0 äîëíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ðåäèöàòà {cn}∞n=1 . Òîçè ôàêò
ùå áåëåæèì ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: x0 = lim

n→∞
inf cn. Àêî ìíîæåñòâîòî X å

íåîãðàíè÷åíî îòäîëó, ùå íàðè÷àìå −∞ äîëíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà X
è ùå ïèøåì lim

n→∞
inf cn = −∞.

Îïðåäåëåíèå 7.2: Àêî X e îãðàíè÷åíî îòãîðå è x0 = supX, òî ùå
êàçâàìå, ÷å x0 ãîðíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ðåäèöàòà {cn}∞n=1 . Òîâà ùå
áåëåæèì ñ x0 = lim

n→∞
sup cn. Àêî ìíîæåñòâîòî X å íåîãðàíè÷åíî îòãîðå,

òî lim
n→∞

sup cn = +∞.

Òâúðäåíèå 7.1: Íåêà {cn}∞n=1 å îãðàíè÷åíà ðåäèöà. Òîãàâà ðåäèöàòà
èìà ìèíèìàëíà è ìàêñèìàëíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå (ò.å. infX ∈ X è
supX ∈ X).

Äîêàçàòåëñòâî:
Îò òåîðåìàòà íà Áîëöàíî-Âàéåðùðàñ (Âñÿêà îãðàíè÷åíà ðåäèöà èìà ïî-
íå åäíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå.) ñëåäâà, ÷å X íå å ïðàçíîòî ìíîæåñòâî.
Ïîíåæå ðåäèöàòà å îãðàíè÷åíà, òî è X å îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî. Ñëåäî-
âàòåëíî ïî ïðèíöèïà çà íåïðåêúñíàòîñò ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò supX è
infX. Îçíà÷àâàìå ñ U = supX. Ùå äîêàæåì, ÷å U å íàé-ãîëÿìàòà òî÷êà
íà ñãúñòÿâàíå íà ðåäèöàòà (ìàêñèìàëíèÿò åëåìåíò íà ìíîæåñòâîòî X).
Çà öåëòà ùå äîêàæåì, ÷å U å òî÷êà çà ñãúñòÿâàíå çà {cn}∞n=1 . Çàùî òðÿá-
âà äà äîêàæåì, ÷å U = supX å òî÷êà çà ñãúñòÿâàíå? Çàùîòî supU ïî
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äåôèíèöèÿ íå å çàäúëæèòåëíî äà ïðèíàäëåæè íà U è îò òàì íå å ÿñíî
äàëè U å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ðåäèöàòà. Èçáèðàìå ε > 0 ïðîèçâîë-
íî. Ïî òâúðäåíèå 2.1 îò òåìà 2 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà x ∈ X, òàêîâà ÷å
x > U − ε. Ïîíåæå x ∈ X è U å ñóïðåìóìúò íà X, òî òîãàâà å â ñèëà
íåðàâåíñòâîòî U − ε < x < U + ε. Íåêà äà èçáåðåì ε1 òîëêîâà ìàëêî, ÷å
(x− ε1, x + ε1) ⊂ (U − ε, U + ε). Òúé êàòî x ∈ X, òî òîãàâà x å òî÷êà íà
ñãúñòÿâàíå çà ðåäèöàòà è ñëåäîâàòåëíî â èíòåðâàëà (x − ε1, x + ε1) èìà
áåçáðîé ìíîãî åëåìåíòè íà ðåäèöàòà. Ñëåäîâàòåëíî è â ε-îêîëíîñòòà íà
U , ò.å. (U − ε, U + ε), èìà áåçáðîé ìíîãî åëåìåíòè íà ðåäèöàòà cn. Îò
òóê ïîëó÷àâàìå, ÷å U å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà cn è ñëåäîâàòåëíî U å
ìàêñèìàëíàòà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ðåäèöàòà. Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà
è äðóãàòà ÷àñò íà òâúðäåíèåòî, ò.å. ñúùåñòâóâàíåòî íà ìèíèìàëíà òî÷êà
íà ñãúñòÿâàíå. ■

Ïðèìåð 7.1: Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà an = 2 + (−1)n èëè çàïèñàíà â
ÿâåí âèä:

1, 3, 1, 3, ...

Íàäÿâàì ñå, ÷å âèæäàòå, ÷å òàçè ðåäèöà èà 2 òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå 1 è 3
ñëåäîâàòåëíî lim sup = 3, a lim inf = 1.

Ïðèìåð 7.2: Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà an =
(
1 + n

n+1

)
· cos

(
nπ

2

)
. Àêî

n = 2k + 1, òî òîãàâà ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî cos
[
(2k + 1)π

2

]
= 0 è

2k+1 = 0, ò.å. ïîäðåäèöàòà îò ÷ëåíîâåòå ñ íå÷åòíè íîìåðà êëîíè êúì 0.
Ðàçãëåæäàìå

a4k =

(
1 +

4k

4k + 1

)
· cos 2kπ = 1 +

4k

4k + 1
.

Òàçè ïîäðåäèöà å ñõîäÿùà, çàùîòî å ìîíîòîííî ðàñòÿùà ( 4k
4k+1

< 4k+4
4k+5

)

è îãðàíè÷åíà îòãîðå (1 + 4k
4k+1

< 1 + 1 = 2). Ïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä è
ïîëó÷àâàìå a4k → 1 + 1 = 2.

Ïîñëåäíî ðàçãëåæäàìå ïîäðåäèöàòà, ïîëó÷åíà êàòî âçåìåì ñàìî ÷ëå-
íîâåòå ñ èíäåêñè n = 4k + 2. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå a4k+2 → −2. Òîâà
îçíà÷àâà, ÷å ðåäèöàòà èìà 3 òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå � -2,0,2. Òàêà ïîëó÷èõ-
ìå, ÷å lim sup an = 2, a lim inf an = −2.
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Òåîðåìà 7.1 (ÍÄÓ íà Êîøè) : Ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ñõîäÿùà ⇔ çà
âñÿêî ε > 0 ìîæå äà ñå íàìåðè ν òàêîâà, ÷å îò m,n > ν äà ñëåäâà
|an − am| < ε.

Äîêàçàòåëñòâî:
⇒) Íåêà ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ñõîäÿùà è å íåéíàòà ãðàíèöà. Òî òîãàâà ùå
äîêàæåì, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ìîæå äà ñå íàìåðè ν òàêîâà, ÷å |an − am| < ε
çà m,n > ν.

Èíòóèòèâíî åäíà ðåäèöà å ñõîäÿùà, àêî âñè÷êè ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà
îò íÿêàêúâ èíäåêñ íàòàòúê ñà ½ìíîãî áëèçî� äî a. Òîãàâà, àêî âçåìåì äâà
÷ëåíà (ñ íîìåðà ïî-ãîëåìè îò íÿêàêâî ìÿñòî íàòàòúê), òî òå ùå ñà ìíîãî
áëèçî äî a. Òîãàâà áè òðÿáâàëî äà ñà ñóïåð áëèçî åäèí äî äðóã.

Ïðåìèíàâàìå êúì äîêàçàòåëñòâîòî. Ôèêñèðàìå ε > 0. Ïîíåæå {an}∞n=1

å ñõîäÿùà, òî çà ôèêñèðàíî ε0 = ε/2 ñúùåñòâóâà ν0 ∈ N òàêîâà, ÷å îò
n > ν0 äà ñëåäâà |an − a| < ε0. Ïîíåæå {am}∞m=1 å ñõîäÿùà, òî çà ôèêñè-
ðàíî ε0 = ε/2 ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî ν0, òàêîâà ÷å ïðè m > ν0 å
èçïúëíåíî |am − a| < ε0. Òîãàâà ïðè m,n > ν ïîëó÷àâàìå

|am − an| = |am − a+ a− an| ≤ |am − a|+ |a− an| <
ε

2
+

ε

2
= ε,

ò.å. ðåäèöàòà óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî.

⇐) Íåêà ñåãà e èçïúëíåíî, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ìîæå äà ñå íàìåðè ν
òàêîâà, ÷å îò m,n > ν äà ñëåäâà |an− am| < ε. Ùå äîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà
{an} å ñõîäÿùà.

Èíòóèòèâíî êàçàíî: âñåêè äâà ÷ëåíà (îò íÿêàêúâ èíäåêñ íàòàòúê) ñà
ñóïåð áëèçî åäèí äî äðóã, òî òîãàâà âñåêè îò òåçè ÷ëåíîâå áè òðÿáâàëî
äà å ìíîãî áëèçî äî íÿêàêâî ôèêñèðàíî ÷èñëî. Ïîðàäè òîâà áè òðÿáâàëî
òîâà ôèêñèðàíî ÷èñëî äà å ãðàíèöàòà íà ðåäèöàòà.

Ïðåìèíàâàìå êúì äîêàçàòåëñòâîòî. Çàäàâàìå ε = 1, òî òîãàâà ñúùåñ-
òâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî ν òàêîâà, ÷å |an − am| < 1 çà m,n > ν. Íåêà
ôèêñèðàìå m = m0 è òàêà ïîëó÷àâàìå

−1 < an − amo < 1 ∀n ≥ ν

−1 + amo < an < 1 + amo ∀n ≥ ν.

Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà {an} å îãðàíè÷åíà, òúé êàòî ìíîæåñòâîîòî îò
ïúðâèòå ν ÷ëåíà (êðàåí áðîé) å îãðàíè÷åíî, à ìíîæåñòâîòî îò äðóãè-
òå ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà å îãðàíè÷åíî îò ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ïîðàäè
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ôèêñèðàíîñòòà íàm0. Ñëåäîâàòåëíî ïî òåîðåìàòà íà Áîëöàíî�Âàéåðùðàñ,
ñúùåñòâóâà ïîäðåäèöà ank

, êîÿòî å ñõîäÿùà. Íåêà îçíà÷èì íåéíàòà ãðà-
íèöà ñ a. Çàäàâàìå ε0 > 0. Ðàçïèñâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

|an − a| = |an − ank
+ ank

− a| ≤ |an − ank
|+ |ank

− a|,

êúäåòî nk å ôèêñèðàí èíäåêñ îò ïîäðåäèöàòà. Èçáèðàìå ε1 = ε0/2 ñëåäî-
âàòåëíî ñúùåñòâóâà ν1 òàêîâà, ÷å ïðè k > ν1 å èçïúëíåíî |ank

− a| < ε1.
Èçáèðàìå ε = ε0/2 è ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà ν òàêîâà, ÷å ïðè n,m > ν
å èçïúëíåíî |an−am| < ε. Òúé êàòî ÷ëåíîâåòå íà ðåäèöàòà ank

ñà ÷ëåíîâå
íà ðåäèöàòà an, òî òîãàâà |an−ank

| < ε ïðè nk, n > ν. Òîãàâà îò ïðåäíèòå
ðàçñúæäåíèÿ ïîëó÷àâàìå, ÷å

|an − a| =≤ |an − ank
|+ |ank

− a| < ε0
2
+

ε0
2

= ε0 (1)

ïðè ôèêñèðàíî k > ν1, ôèêñèðàíî nk > ν2 è ïðîèçâîëíî n > ν2. Íåêà
ν0 = max{ν1, ν2}. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå, ÷å íåðàâåíñòâîòî (1) å èçïúëíåíî
çà âñÿêî n > ν0, òúé êàòî nk ≥ k > ν1 (âèæ ïðåäíàòà òåìà) è nk > ν2.
Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà {an} å ñõîäÿùà. ■

Ïðèìåð 7.3: Ùå äîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà

an = 1 +
1

2
+

1

3
+ ...+

1

n

å ðàçõîäÿùà. Çà öåëòà ùå èçïîëçâàìå êðèòåðèÿ íà Êîøè (ÍÄÓ íà Êîøè).
Çà öåëòà ùå äîêàæåì, ÷å íå å èçïúëíåíî óñëîâèåòî íà Êîøè (çà âñÿêî
ε > 0 ìîæå äà ñå íàìåðè ν ∈ N òàêîâà, ÷å àêî m,n > ν, òî |an − am| < ε).
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà ε0 òàêîâà, ÷å çà âñÿêî ν ∈ N ñúùåñòâóâàò
èíäåêñè m,n > ν, çà êîèòî |an − am| ≥ ε0. Äà ðàçãëåäàìå èíäåêñèòå m è
n, òàêèâà ÷å m = 2n. Ïðåñìÿòàìå

|a2n − an| =
1

n+ 1
+ ...+

1

2n
≥ n · 1

2n
=

1

2

Ïîëàãàìå ε0 =
1
2
. Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å çà âñÿêî ν ∈ N ñúùåñòâóâàò èíäåêñè

m,n, çà êîèòî å èçïúëíåíî

|a2n − an| ≥
1

2
= ε0

Ñ òîâà äîêàçàõìå, ÷å ðåäèöàòà å ðàçõîäÿùà. ■
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Òâúðäåíèå 7.2: {an}∞n=1 e ñõîäÿùà ⇐⇒ {an}∞n=1 å îãðàíè÷åíà è èìà
åäèíñòâåíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå.

Äîêàçàòåëñòâî:
=⇒) Òúé êàòî {an}∞n=1 e ñõîäÿùà, òî an å îãðàíè÷åíà ïî ñâîéñòâî 4.3.
Òúé êàòî {an}∞n=1 e ñõîäÿùà, òî an èìà åäèíñòâåíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå.

⇐=) Íåêà an èìà åäèíñòâåíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå. Îçíà÷àâàìå òàçè
òî÷êà ñ . Ùå äîêàæåì, ÷å lim

n→∞
an = a.

Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî ò.å. {an}∞n=1 ðàçõîäÿùà îãðàíè÷åíà ðåäèöà
ñ åäèíñòâåíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå a. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà ε-
îêîëíîñò íà òî÷êàòà a, èçâúí êîÿòî èìà áåçáðîé ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäè-
öàòà. Ïîíåæå ðåäèöàòà å îãðàíè÷åíà, ò.å. ñúùåñòâóâàò M è N òàêèâà, ÷å
M ≤ an ≤ N çà âñÿêî n ∈ N. Òaêà ïîëó÷àâàìå

M < a− ε < an < a+ ε < N ∀n ∈ N. (2)

Òîãàâà â èíòåðâàëà [M,a−ε] èëè â èíòåðâàëà [a+ε,N ] èìà áåçáðîé ìíîãî
÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ùå äîïóñíåì, ÷å â
èíòåðâàëà [M,a−ε] èìà áåçáðîé ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà {an}. Òîãàâà
ìîæåì äà ïîñòðîèì ïîäðåäèöà {ank

}, ÷èèòî ÷ëåíîâå äà ïðèíàäëåæàò íà
èíòåðâàëà [M,a− ε]. Ðåäèöàòà {ank

} å òîãàâà îãðàíè÷åíà è ñëåäîâàòåëíî
èìà ïîíå 1 òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå (òåîðåìàòà íà Áîëöàíî-Âàéåðùðàñ), êîÿ-
òî ïðèíàäëåæè íà èíòåðâàëà [M,a−ε]. Ñ êîåòî äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâî-
ðå÷èå, òúé êàòî ïîëó÷èõìå, ÷å an èìà äâå ðàçëè÷íè òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå.
■

Ïðèìåð 7.4: Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å ïî-ñèëíîòî òâúðäåíèå ½Ðåäèöàòà
{an}∞n=1 e ñõîäÿùà ⇐⇒ èìà åäèíñòâåíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå.� íå å âÿð-
íî, ò.å. óñëîâèåòî çà îãðàíè÷åíîñò íà ðåäèöàòà å îò ñúùåñòâåíî çíà÷åíèå.
Çà äà óñòàíîâèì òîâà, ùå ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ êîíòðàïðèìåð:

an =

{
1, n å ÷åòíî
n, n å íå÷åòíî.

Òàçè ðåäèöà èìà åäèíñòâåíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå 1 è íå å îãðàíè÷åíà.
Ñúùî òàêà å î÷åâèäíî, ÷å ðåäèöàòà å ðàçõîäÿùà.
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