
6.Òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå. Ïîäðåäèöà. Òåîðåìè

íà Áîëöàíî-Âàéåðùðàñ è Êàíòîð

Îïðåäåëåíèå 6.1: Êàçâàìå, ÷å a å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ðåäèöàòà
{an}∞n=1 , àêî âúâ âñÿêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà à èìà áåçáðîé ìíîãî åëå-
ìåíòè íà ðåäèöàòà.

Íî êàêâà òîãàâà å ðàçëèêàòà ìåæäó òî÷êàòà íà ñãúñòÿâàíå íà ðåäèöàòà
è ãðàíèöàòà íà ðåäèöàòà? Äà ïðèïîìíèì îïðåäåëåíèåòî çà ãðàíèöà íà
ðåäèöà:

Îïðåäåëåíèå 6.2: Êàçâàìå, ÷å a å ãðàíèöà íà ðåäèöàòà {an}∞n=1 , àêî
èçâúí âñÿêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà à èìà íàé-ìíîãî êðàåí áðîé åëåìåíòè
íà ðåäèöàòà.

Îò äâåòå îïðåäåëåíèÿ å ÿñíî, ÷å ðàçëèêàòà å ìíîãî ïðîñòà. Àêî åäíà
òî÷êà å ãðàíèöà íà ðåäèöà, òî òîãàâà â îáùèÿ ñëó÷àé âúâ âñÿêà åïñè-
ëîí îêîëíîñò íà òî÷êàòà èìà áåçáðîé åëåìåíòè, à èçâúí íåÿ ñàìî êðà-
åí áðîé. Àêî òÿ å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå, òî âúâ âñÿêà åïñèëîí îêîëíîñò
íà òî÷êàòà èìà áåçáðîé ìíîãî åëåìåíòè íà ðåäèöàòà, à èçâúí íåÿ ìîæå
äà èìà êàêòî áåçêðàåí, òàêà è êðàåí áðîé åëåìåíòè. Âèæ êàðòèíêèòå:

Ïðèìåð 6.1: Ðåäèöàòà
0, 1, 0, 1, ...
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èìà 2 òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå.

Òâúðäåíèå 6.1: Àêî ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ñõîäÿùà ñ ãðàíèöà a, òî a å
åäèíñòâåíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ðåäèöàòà {an}∞n=1 .

Äîêàçàòåëñòâî:
Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. ÷å ñúùåñòâóâà è äðóãà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå
b çà ðåäèöàòà {an}∞n=1 . Áåç äà ñå îãðàíè÷àâà îáùíîñòòà íà ðàçãëåæäà-
íèÿòà ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å a > b (ùå ñå ïîëó÷è àíàëîãè÷íà ñìåòêà çà
a < b). Ïîíåæå lim

n→∞
an = a, òî òîãàâà çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâàò íàé-

ìíîãî êðàåí áðîé ÷ëåíîâå an èçâúí (a − ε, a + ε), à ïîíåæå b å òî÷êà íà
ñãúñòÿâàíå íà ðåäèöàòà {an}∞n=1 , òî âúâ âñÿêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà b (ò.å.
â èíòåðâàëà (b−ε1, b+ε1)) èìà áåçáðîé ìíîãî åëåìåíòè íà ðåäèöàòà. Èç-
áèðàìå ε = ε1 =

a−b
2
. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò ñàìî êðàåí áðîé ÷ëåíîâå èçâúí

(a − a−b
2
; a + a−b

2
) = (a+b

2
, 3a−b

2
). Íî îñâåí òîâà òðÿáâà äà èìàìå áåçêðàåí

áðîé ÷ëåíîâå â èíòåðâàëà (b − ε1; b + ε1) ( ò.å. â (3b−a
2

, a+b
2
) ). Òàêà ïîëó-

÷èõìå, ÷å 3b−a
2

< b < a+b
2

< an < 3a−b
2

è ÷å èçâúí èíòåðâàëà (a+b
2
, 3a−b

2
)

èìà ñàìî êðàåí áðîé ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà, êîåòî îò ñâîÿ ñòðàíà çíà÷è ÷å
b íå å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ðåäèöàòà. Äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå ñ
äîïóñêàíåòî è ñ òîâà òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî. ■

À ñåãà äà âèäèì êàêâî íàðè÷àìå ïîäðåäèöà íà ðåäèöà.
Ñåãà äà çàïî÷íåì íà èíòóèòèâíî íèâî. Ïîäðåäèöà íà åäíà ðåäèöà íà-

ðè÷àìå ðåäèöàòà, êîÿòî ùå ñå ïîëó÷è êàòî çà÷åðêíåì îïðåäåëåí áðîé
÷ëåíîâå îò ðåäèöàòà. Âàæíî å ñëåä òàçè îïåðàöèÿ â íîâîïîëó÷åíàòà ðå-
äèöà (ïîäðåäèöàòà) äà îñòàíàò áåçêðàåí áðîé ÷ëåíîâå. Íàäÿâàì ñå, ÷å
å ÿñíî, ÷å àêî çà÷åðêíåì êðàåí áðîé ÷ëåíîâå îò ðåäèöàòà, òî â íåÿ ùå
îñòàíàò áåçêðàåí áðîé. Íî äàëè å âúçìîæíî äà çà÷åðêíåì áåçêðàåí áðîé
÷ëåíîâå è äîñòàíàò îùå áåçêðàåí áðîé?

Ïðèìåð 6.2: Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí an = n. Àêî çà-
÷åðêíåì ÷ëåíîâåòå íà íå÷åòíèòå ìåñòà, ùå ïîëó÷èì íåéíàòà ïîäðåäèöà
an = 2n. Îñâåí òîâà ñìå çà÷åðêíàëè áeçáðîé ìíîãî ÷ëåíîâå.

Ñåãà äà ïðèïîìíèì îïðåäåëåíèåòî çà ÷èñëîâà ðåäèöà:

Îïðåäåëåíèå 6.3: ×èñëîâà ðåäèöà å ôóíêöèÿ îò âèäà:

a : N → R,
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êúäåòî N å ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà è R å ìíîæåñòâîòî íà
ðåàëíèòå ÷èñëà. Òÿ ñå áåëåæè îáèêíîâåíî ñ {an}∞n=1 èëè {an}.

Ñåãà äà ïðåìèíåì êúì ôîðìàëíîòî îïðåäåëåíèå çà ïîäðåäèöà:

Îïðåäåëåíèå 6.4: Íåêà å äàäåíà ðåäèöàòà {an}∞n=1 :

a1, a2, ...an, ...

è ñòðîãî ðàñòÿùà ðåäèöà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà {nk}∞k=1

n1 < n2 < ... < nk < ...

Òîãàâà ðåäèöàòà {ank
}∞k=1

an1 , an2 , ..., ank
, ...

íàðè÷àìå ïîäðåäèöà íà {an}∞n=1 .

Òâúðäåíèå 6.2: Àêî {nk}∞k=1 å ñòðîãî ðàñòÿùàòà ðåäèöà îò åñòåñòâåíè
÷èñëà, òî nk ≥ k çà âñÿêî k ∈ N.

Äîêàçàòåëñòâî:
Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ïî èíäóêöèÿ:

1. n1 ≥ 1, òúé êàòî 1 å íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî, à n1 å åñòåñòâåíî
÷èñëî.

2. Äà äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî å èçïúëíåíî çà k = m, ò.å. nm ≥ m.

3. Ùå äîêàæåì, ÷å òâúðäåíèåòî å èçïúëíåíî çà k = m+1, ò.å. nm+1 ≥
m+ 1. Îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ïîëó÷àâàìå

m < m+ 1 ≤ nm + 1.

Ïîíåæå ðåäèöàòà å ñòðîãî ðàñòÿùà, òî

m < m+ 1 ≤ nm + 1 < nm+1 + 1.

Òúé êàòî ÷ëåíîâåòå íà ðåäèöàòà ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà ñëåäîâàòåëíî

m < m+ 1 ≤ nm + 1 ≤ nm+1.

Òîãàâà ïîëó÷àâàìå nm+1 ≥ m+ 1.

Ñ òîâà äîêàçàõìå òâúðäåíèåòî.
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Ïðèìåð 6.3: Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà {an}∞n=1 èëè

1, 2, 3, ..., n, ...

è äà âçåìåì ðåäèöàòà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà {2n}∞n=1 èëè

2, 4, ..., 2n, ...,

êîÿòî å ñòðîãî ðàñòÿùà ( 2(n + 1) > 2n çà n > 1). Òîãàâà ïîäðåäèöàòà,
êîÿòî òúðñèì å {a2n}∞n=1 èëè

a2, a4, ..., a2n, ...

èëè â ñëó÷àÿ
2, 4, ..., 2n, ...

Ïðèìåð 6.4: Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà íà Ôèáîíà÷è {an}∞n=1 (ðåêó-
ðåíòíî ñå çàäàâà an+2 = an + an+1, a1 = 1, a2 = 1):

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13...

è äà âçåìåì ðåäèöàòà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà {2n− 1}∞n=1 èëè

1, 3, ..., 2n− 1, ...,

êîÿòî å ñòðîãî ðàñòÿùà (2(n+ 1)− 1 > 2n− 1 çà âñÿêî n). Òîãàâà ïîäðå-
äèöàòà, êîÿòî òúðñèì å {a2n−1}∞n=1 èëè

a1, a3, ..., a2n−1, ...

èëè â ñëó÷àÿ
1, 2, 5, 13, ...

Òâúðäåíèå 6.3: Íåêà an −→
n→∞

a. Òîãàâà âñÿêà ïîäðåäèöà {ank
}∞k=1 íà

ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ñõîäÿùà è ank
−→
k→∞

a.

Äîêàçàòåëñòâî:
Ïîíåæå an −→

n→∞
a, òîãàâà îò îïðåäåëåíèåòî çà ñõîäèìîñò íà ðåäèöà ñëåä-

âà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà ν òàêîâà, ÷å îò n > ν äà ñëåäâà
an ∈ (a − ε, a + ε). Òðÿáâà äà ïðîâåðèì, ÷å ïîäðåäèöà {ank

}∞k=1 å ñõî-
äÿùà è êëîíè êúì à. Âçèìàìå ïúðâèÿ èíäåêñ k0, çà êîéòî å èçïúëíåíî
k0 > ν. Òîãàâà îò nk ≥ k > k0 > ν (òâúðäåíèå 2) ñëåäâà ank

∈ (a−ε, a+ε).
Ñëåäîâàòåëíî ïîëó÷èõìå, ÷å ank

−→
k→∞

a. ■

4



Òâúðäåíèå 6.4: Íåêà a å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ðåäèöàòà {an}∞n=1 ,
òîãàâà ñúùåñòâóâà ïîäðåäèöà {ank

}∞k=1, êëîíÿùà êúì a. Îáðàòíî, àêî
èìàìå ïîäðåäèöà {ank

}∞k=1, êîÿòî êëîíè êúì a, òî òî÷êàòà a å òî÷êà íà
ñãúñòÿâàíå çà {an}∞n=1 .

Äîêàçàòåëñòâî:
⇒) Íåêà a å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà {an}∞n=1 . Ùå ïîñòðîèì ïîäðåäèöà
{ank

}∞k=1, êîÿòî êëîíè êúì a.
Ðàçãëåæäàìå îêîëíîñòòà (a − 1, a + 1). Ïîíåæå a å òî÷êà íà ñãúñòÿ-

âàíå, â òàçè îêîëíîñò èìà áåçáðîé ìíîãî åëåìåíòè îò {an}. Èçáèðàìå
ïðîèçâîëåí ÷ëåí îò îêîëíîñòòà è ãî íàðè÷àìå an1 . Âçèìàìå îêîëîíîñòòà
(a − 1

2
, a + 1

2
). Â íåÿ èìà áåçáðîé ìíîãî åëåìåíòè îò {an}, à ÷ëåíîâåòå ñ

èíäåêñè ïî-ìàëêè èëè ðàâíè íà n1 ñà êðàåí áðîé. Èçáèðàìå ïðîèçâîëåí
÷ëåí îò îêîëíîñòòà ñ íîìåð ïî-ãîëÿì îò n1 è ãî íàðè÷àìå an2 è ò.í.. Çà
÷ëåí ank

∈
(
a− 1

k
, a+ 1

k

)
ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî:

a− 1

k
< ank

< a+
1

k

Ïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä â íåãî è ïîëó÷àâàìå.

a = lim
k→∞

(
a− 1

k

)
≤ lim

k→∞
ank

≤ lim
k→∞

(
a+

1

k

)
= a.

Îò ïîëó÷åíîòî íåðàâåíñòâî ïî ëåìàòà çà äâàìàòà ïîëèöàè ñëåäâà, ÷å
lim
k→∞

ank
= a.

⇐) Íåêà {ank
}∞k=1 å ïîäðåäèöà íà ðåäèöàòà{an}∞n=1 , êîÿòî êëîíè êúì

a. Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å òî÷êàòà a å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ðåäèöàòà.
Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíà îêîëíîñò (a − ε, a + ε). Ïîíåæå {ank

}∞k=1 êëî-
íè êúì a, òî âñè÷êè ñ èçêëþ÷åíèå íà íàé-ìíîãî êðàåí áðîé ÷ëåíîâå íà
{ank

}∞k=1 ñà â òàçè îêîëíîñò. Íî âñè÷êè ÷ëåíîâå íà {ank
}∞k=1 ñà ÷ëåíîâå

è íà {an}∞n=1 , ò.å. áåçáðîé ÷ëåíîâå íà {an}∞n=1 ñà â ïðîèçâîëíà åïñèëîí
îêîëíîñò íà a. Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å òî÷êàòà a å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà
{an}∞n=1 . ■

Òåîðåìà 6.1 (íà Áîëöàíî-Âàéåðùðàñ) : Îò âñÿêà îãðàíè÷åíà ðå-
äèöà ìîæå äà ñå èçáåðå ñõîäÿùà ïîäðåäèöà. Èëè åêâèâàëåíòíî âñÿêà
îãðàíè÷åíà ðåäèöà èìà ïîíå 1 òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå. Òåîðåìàòà íà Âàéåð-
ùðàñ å èçâåñòíà îùå ïîä èìåòî ½ïðèíöèï çà êîìïàêòíîñòòà�.
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Äîêàçàòåëñòâî:
Íåêà {cn} e îãðàíè÷åíà ðåäèöà ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî n å èçïúëíåíî
cn ∈ [a1, b1] çà íÿêàêâè a1 ≤ b1. ßñíî å, ÷å â èíòåðâàëà [a1, b1] èìà áåçáðîé
ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà, òúé êàòî âñè÷êè ÷ëåíîâå ñà â òîçè èíòåðâàë,
à ðåäèöàòà èìà áåçêðàéíî ìíîãî ÷ëåíîâå. Ùå ðàçäåëèì èíòåðâàëà íà äâå
ðàâíè ÷àñòè. Â ïîíå åäíàòà îò äâåòå ïîëîâèíè èìà áåçáðîé ìíîãî ÷ëå-
íîâå íà ðåäèöàòà. Çàùî? Äà äîïóñíåì, ÷å è â äâåòå ïîëîâèíè èìà êðàåí
áðîé ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà. Tîãàâà è â öåëèÿ èíòåðâàë ùå èìà êðàåí áðîé
÷ëåíîâå, çàùîòî êðàåí áðîé+êðàåí áðîé = êðàåí áðîé. Ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëíî ïîíå â åäíàòà ïîëîâèíà ùå èìà áåçêðàåí áðîé ÷ëåíîâå íà
ðåäèöàòà. Íåêà äà îçíà÷èì ëåâèÿ è äåñíèÿ êðàé íà òàçè ïîëîâèíà ñúîò-
âåòíî ñ a2 è b2.

1 Îòíîâî ïðàâèì ñúùîòî: âçèìàìå èíòåðâàëà [a2, b2] è ãî
ðàçäåëÿìå íà äâå ðàâíè ÷àñòè. Â ïîíå åäíàòà îò òåçè ÷àñòè òðÿáâà äà èìà
áåçáðîé ìíîãî åëåìåíòè íà ðåäèöàòà. Èçáèðàìå ïîëîâèíàòà ñ áåçêðàåí
áðîé ÷ëåíîâå èëè, àêî è äâåòå � ñà òàêèâà, èçáèðàìå åäíàòà ïîëîâèíà áåç
çíà÷åíèå êîÿ. Îòíîâî íàèìåíóâàìå êðàèùàòà íà èíòåðâàëà ñúîòâåòíî a3
è b3 è òàêà íàòàòúê.
Êàòî ðàçäåëÿìå [a1, b1] ìíîãî ïúòè íà ïî äâå ðàâíè ÷àñòè, äîñòèãàìå äî
ïàð÷åíöà, êîèòî ñà âñå ïî-ìàëêè è ïî-ìàëêè. Íàêðàÿ ùå äîñòèãíåì äî
ïàð÷åíöå, êîåòî å áåçêðàéíî ìàëêî è èìà áåçáðîé ìíîãî åëåìåíòè íà
ðåäèöàòà. Ïîñëåäíîòî íà èíòóèòèâíî íèâî îçíà÷àâà, ÷å ùå ñòèãíåì äî
òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå.
À ñåãà äà ïðîäúëæèì ñúñ ñòðîãîòî äîêàçàòåëñòâî. Äîñòèãàìå äî èíòåð-
âàë [an, bn], â êîéòî èìà áåçáðîé ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà {cn}. Îò
âúâåäåíèòå îçíà÷åíèÿ áè òðÿáâàëî äà å ÿñíî, ÷å:

a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ ... ≤ an < b1

Ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ìîíîòîííî ðàñòÿùà è îãðàíè÷åíà îòãîðå ñëåäîâà-
òåëíî å ñõîäÿùà. Îçíà÷àâàìå ãðàíèöàòà è ñ A.

b1 ≥ b2 ≥ b3 ≥ ... ≥ bn > a1

Ðåäèöàòà {bn}∞n=1 å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà è îãðàíè÷åíà îòäîëó ñëåäî-
âàòåëíî å ñõîäÿùà. Îçíà÷àâàìå ãðàíèöàòà è ñ B.
Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å äà äîêàæåì, ÷å A = B. Ïîíåæå {an}∞n=1 è {bn}∞n=1

1Íÿìà çíà÷åíèå êîÿ îò äâåòå ïîëîâèíè ùå ñå îêàæå ñ áåçáðîé ìíîãî åëåìåíòè. Àêî

è äâåòå ñà òàêèâà, èçáèðàìå êîÿ äà å.
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ñà ñõîäÿùè, òî ðåäèöàòà an − bn ñúùî å ñõîäÿùà. Tî òîãàâà

lim
n→∞

(an − bn) = lim
n→∞

an − lim
n→∞

bn = A−B.

Kîëêî å ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó an è bn? Ïîíåæå òîâà ñà òî÷êè, ïîëó÷åíè
ïðè ðàçïîëîâÿâàíå íà èíòåðâàëà [a1, b1] n−1 ïúòè, òî òîãàâà ïîëó÷àâàìå

bn − an =
b1 − a1
2n−1

lim
n→∞

(bn − an) = lim
n→∞

b1 − a1
2n−1

= 0.

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å B−A = 0, ò.å. A = B. Òîãàâà ïðè n → ∞ èíòåðâàëúò
[an, bn] êëîíè êúì òî÷êà (èíòåðâàëà [A,A]). Íåêà îçíà÷èì òàçè òî÷êà ñ
C. Ùå äîêàæåì, ÷å C å òî÷êà çà ñãúñòÿâàíå çà {cn}∞n=1 . Çà òàçè öåë
òðÿáâà äà ïðîâåðèì äàëè âúâ âñÿêà îêîëíîñò íà C èìà áåçáðîé ìíîãî
÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà cn. Ôèêñèðàìå ε > 0. Òúé êàòî lim

n→∞
an = C = A,

òî âñè÷êè ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà {an}∞n=1 , çà êîèòî å èçïúëíåíî n > ν1,
ïîïàäàò â ε-îêîëíîñòòà (C − ε, C + ε). Òúé êàòî lim

n→∞
bn = C = B, òî

âñè÷êè ÷ëåíîâå íà ðåäèöà ñ èíäåêñè n > ν2 ïîïàäàò å îêîëíîñòòà an ∈
(C − ε, C + ε). Ñëåäîâàòåëíî çà n > max{ν1, ν2} å èçïúëíåíî, ÷å an, bn ∈
(C−ε, C+ε). Çà âñÿêî n > max{ν1, ν2} ïîëó÷àâàìå [an, bn] ⊂ (C−ε, C+ε).
Túé êàòî â èíòåðâàëà [an, bn] èìà áåçáðîé ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà
{cn}∞n=1 (çàùîòî ïî òîçè íà÷èí ñìå ïîñòðîèëè èíòåðâàëà [an, bn]), òî è â
(C− ε, C+ ε) èìà áåçáðîé ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà. Ñëåäîâàòåëíî âúâ
âñÿêà åïñèëîí îêîëíîñò íà òî÷êàòà C èìàìå áåçáðîé ìíîãî ÷ëåíîâå íà
ðåäèöàòà. Ñ òîâà äîêàçàõìå, ÷å C å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà ðåäèöàòà, ò.å.
âñÿêà îãðàíè÷åíà ðåäèöà èìà ïîíå 1 òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå. Íî îò ïðåäíîòî
òâúðäåíèå, òúé êàòî a å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ðåäèöàòà {an}∞n=1 , òî
òîãàâà ñúùåñòâóâà ïîäðåäèöà {ank

}∞k=1, êëîíÿùà êúì a. ■

Òåîðåìà 6.2 (íà Êàíòîð) : Íåêà {[an, bn]} å ðåäèöà îò èíòåðâàëè,
êîèòî

1. ñà çàòâîðåíè;

2. [ak+1, bk+1] ⊂ [ak, bk] ∀k ∈ N;

3. lim
n→∞

(an − bn) = 0.

Òîãàâà ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà òî÷êà C, ïðèíàäëåæàùà íà âñè÷êè èíòåð-
âàëè [an, bn].
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Äîêàçàòåëñòâî:
Íà èíòóàòèâíî íèâî íèå ðàçãëåæäàìå ðåäèöà îò çàòâîðåíè èíòåðâàëè
âëîæåíè åäèí â äðóã, ÷èÿòî äúëæèíà êëîíè êúì 0. Ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà,
÷å äâàòà êðàÿ íà âñåêè ñëåäâàù èíòåðâàë ùå ñå ïðèáëèæàâàò âñå ïîâå÷å
è ïîâå÷å åäèí êúì äðóã. Ïðè áåçáðîé âëîæåíè èíòåðâàëè äâàòà êðàÿ íà
½íàé-âúòðåøíèÿ èíòåðâàë� ùå ñúâïàäíàò è òîé ùå ñå èçðîäè â òî÷êà.
Îñòàíà äà äîêàæåì òåîðåìàòà ôîðìàëíî. Èíòåðâàëèòå ñà âëîæåíè åäèí
â äðóã, ò.å.

... ⊂ [an, bn] ⊂ .... ⊂ [a3, b3] ⊂ [a2, b2] ⊂ [a1, b1].

Ïîðàäè òîâà ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà

a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ ... ≤ an < bn ≤ ... ≤ b3 ≤ b2 ≤ b1.

Ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ìîíîòîííî ðàñòÿùà è îãðàíè÷åíà îòãîðå ñëåäîâàòåë-
íî å ñõîäÿùà. Îçíà÷àâàìå ãðàíèöàòà è ñ A. Ðåäèöàòà {bn}∞n=1 å ìîíî-
òîííî íàìàëÿâàùà è îãðàíè÷åíà îòäîëó ñëåäîâàòåëíî å ñõîäÿùà. Îçíà-
÷àâàìå ãðàíèöàòà è ñ B. Oò 3) ïîëó÷àâàìå, ÷å lim

n→∞
(an − bn) = A−B = 0,

ò.å. A = B =: C. Ïîíåæå C å ãðàíèöàòà íà ìîíîòîííî ðàñòÿùàòà ðåäèöà
{an}∞n=1 , òî an ≤ C (òâúðäåíèå 5.3 â òåìà 5). Àíàëîãè÷íî ïîíåæå C å
ãðàíèöàòà íà ìîíîòîííî íàìàëÿâàùàòà ðåäèöà {bn}∞n=1 , òî bn ≥ C (òâúð-
äåíèå 5.4 â òåìà 5). Ñëåäîâàòåëíî íåðàâåíñòâîòî an ≤ C ≤ bn å â ñèëà.
Òàêà äîêàçàõìå, ÷å èìà ïîíå åäíà òî÷êà C âúâ âñåêè èíòåðâàë [an, bn].
Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å òàçè òî÷êà å åäèíñòâåíà. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíî-
òî, ò.å. ÷å ñúùåñòâóâàò äâå ðàçëè÷íè òî÷êè C è C ′, êîèòî ïðèíàäëåæàò
íà âñè÷êè âëîæåíè èíòåðâàëè. Îò C ∈ [an, bn] ïîëó÷àâàìå

an ≤ C ≤ bn. (1)

Îò C ′ ∈ [an, bn] ñëåäâà

an ≤ C ′ ≤ bn ⇒ −bn ≤ −C ′ ≤ −an. (2)

Ñúáèðàéêè íåðàâåíñòâà (1) è (2), ïîëó÷àâàìå

an − bn ≤ C − C ′ ≤ bn − an ⇔ 0 ≤ |C − C ′| ≤ bn − an.

Ïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä â ïîñëåäíîòî ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî:

0 ≤ lim
n→∞

|C − C ′| ≤ lim
n→∞

(bn − an) = 0

è ïîëó÷àâàìå, ÷å |C − C ′| = lim
n→∞

|C − C ′| = 0 ïî ëåìàòà çà äâàìàòà

ïîëèöàè. Ñëåäîâàòåëíî C = C ′, êîåòî å â ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóñêàíåòî,
÷å C è C ′ ñà äâå ðàçëè÷íè òî÷êè. Ñ òîâà òåîðåìàòà å äîêàçàíà. ■
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