
5.Ìîíîòîííè ðåäèöè. Íåïåðîâî ÷èñëî

Îïðåäåëåíèå 5.1: Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ìîíîòîííî ðàñòÿ-
ùà, àêî çà âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî an ≤ an+1.

Îïðåäåëåíèå 5.2: Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ñòðîãî ìîíîòîííî
ðàñòÿùà, àêî çà âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî an < an+1.

Ïðèìåð 5.1: Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà an = a. Òúé êàòî an+1 − an =
a−a = 0 ≥ 0, òî ðåäèöàòà å ìîíîòîííî ðàñòÿùà, íî íå è ñòðîãî ìîíîòîííî
ðàñòÿùà.

Ïðèìåð 5.2: Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà an = n. Òúé êàòî an+1 − an =
n+ 1− n = 1 > 0, òî ðåäèöàòà å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà.

Îïðåäåëåíèå 5.3: Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ìîíîòîííî íàìà-
ëÿâàùà, àêî çà âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî an ≥ an+1.

Îïðåäåëåíèå 5.4: Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ñòðîãî ìîíîòîííî
íàìàëÿâàùà, àêî çà âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî an > an+1.

Ïðèìåð 5.3: Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà an = a. Òúé êàòî an+1−an = a−
a = 0 ≤ 0, òî ðåäèöàòà å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà. Åäèíñòâåíèòå ðåäèöè,
êîèòî ñà åäíîâðåìåííî ìîíîòîííî ðàñòÿùè è ìîíîòîííî íàìàëÿâàùè, ñà
ðåäèöèòå îò âèäà an = a.

Ïðèìåð 5.4: Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà an = −n2. Òúé êàòî:

an+1 − an = −(n+ 1)2 − (−n2) = −n2 − 2n− 1 + n2 = −2n− 1

òî ðåäèöàòà å ñòðîãî íàìàëÿâàùà (n > 0).
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Ïðèìåð 5.5: Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà an = 1
n
. Òúé êàòî:

an+1 − an =
1

n+ 1
− 1

n
=

n− (n+ 1)

n(n+ 1)
= − 1

n+ 1

Çà äà íå îñòàíåòå ñ âïå÷àòëåíèåòî, ÷å âñè÷êè ðåäèöè ñà ìîíîòîííî
ðàñòÿùè èëè ìîíîòîííî íàìàëÿâàùè ùå äàì è ïðèìåðè çà ðåäèöè, êîèòî
íå ñà íèòî ìîíîòîííî ðàñòÿùè, íèòî ìîíîòîííî íàìàëÿâàùè:

Ïðèìåð 5.6: Ðåäèöàòà an = (−1)n íå å íèòî ðàñòÿùà, íèòî íàìàëÿâà-
ùà.

Òâúðäåíèå 5.1: Âñÿêà îãðàíè÷åíà îòãîðå ìîíîòîííî ðàñòÿùà ðåäèöà
å ñõîäÿùà.

Äîêàçàòåëñòâî:
Íåêà {an} å îãðàíè÷åíà îòãîðå ìîíîòîííî ðàñòÿùà ðåäèöà è íåêà l å íåé-
íàòà òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà. Äà èçáåðåì ïðîèçâîëíî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî ε.
Òúé êàòî l å òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà, òî îò îïðåäåëåíèåòî çà òî÷íà ãîðíà
ãðàíèöà ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà íÿêàêúâ ÷ëåí íà ðåäèöàòà
aν , òàêúâ ÷å l ≥ aν > l− ε. Íî ïîíåæå ðåäèöàòà å ìîíîòîííî ðàñòÿùà, òî
ïðè n > ν å èçïúëíåíî, ÷å l + ε > l ≥ an ≥ aν > l − ε, ò.å. ïðè n > ν å â
ñèëà l + ε > an > l − ε, ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà å ñõîäÿùà êúì l. ■

Òâúðäåíèå 5.2: Âñÿêà îãðàíè÷åíà îòäîëó ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà ðå-
äèöà å ñõîäÿùà.

Äîêàçàòåëñòâî:
Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî íà òîâà íà ïðåäíîòî òâúðäåíèå.

Ïðèìåð 5.7: Çà ðåäèöèòå â ïðåäíèòå ïðèìåðè ìîæåì äà êàæåì äàëè
ñà ñõîäÿùè, íî ÷ðåç ïîëçâàíå íà ε-äåôèíèöèÿòà, íî å äîñòà ïî-óäîáíî â
íÿêîè ñëó÷àè äà ïîëçâàìå ãîðíèòå òâúðäåíèÿ.

Òâúðäåíèå 5.3: Íåêà {an} å ìîíîòîííî ðàñòÿùà ðåäèöà è íåêà an →
a. Òîãàâà an ≤ a.
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Äîêàçàòåëñòâî:
Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî ò.å. {an} å ìîíîòîííî ðàñòÿùà ðåäèöà è an → a,
íî ñúùåñòâóâà ν, òàêîâà ÷å aν > a. Êîëêîòî è äà å áëèçî aν äî a, âèíàãè
ìîæåì äà èçáåðåì ε > 0, òàêîâà ÷å aν ≥ a + ε > a. Ïîíåæå ðåäèöàòà
å ìîíîòîííî ðàñòÿùà, òî òîãàâà çà âñÿêî n > ν å èçïúëíåíî an ≥ aν ≥
a + ε > a, ò.å. èìàìå ñàìî êðàåí áðîé åëåìåíòè â ε-îêîëíîñò íà a ò.å.
äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå. Ñ òîâà äîêàçõìå, ÷å an ≤ a. ■

Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà

Òâúðäåíèå 5.4: Íåêà {an} å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà ðåäèöà è íåêà
an → a. Òîãàâà an ≥ a.

Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí an =
(
1 + 1

n

)n
. Ùå äîêàæåì, ÷å

ðåäèöàòà å ñõîäÿùà, êàòî äîêàæåì, ÷å òÿ å ìîíîòîííî ðàñòÿùà è îãðà-
íè÷åíà îòãîðå.

1. Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà å ðàñòÿùà. Çà öåëòà ùå ïðåñìåòíåì
an è an+1

an =

(
1 +

1

n

)n

=
n∑

k=0

(
n

k

)
· 1n−k · 1

nk
=

n∑
k=0

n!

k! · (n− k)!
· 1

nk
.

Àêî íå âè å ÿñíî íåùî îò ïðåäíèÿ ðåä, å äîáðå äà ïîãëåäíåòå òåìàòà
çà Íþòîíîâ áèíîì. Îçíà÷àâàìå ck = n!

k!·(n−k)!
· 1
nk . Ñåãà ùå ïðåîáðà-
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çóâàìå ïîîòäåëíî c0, c1, c2,...cn:

c0 =
n!

0! · (n− 0)!
· 1

n0
=

n!

1 · n!
· 1
1
= 1

c1 =
n!

1! · (n− 1)!
· 1

n1
=

n

1
· 1
n
= 1

c2 =
n!

2! · (n− 2)!
· 1

n2
=

n(n− 1)

2!
· 1

n2
=

n− 1

2!n
=

1

2!

(
1− 1

n

)
· · ·

ck =
n!

k! · (n− k)!
· 1

nk
=

n · (n− 1) · ... · (n− k + 1)

k!
· 1

nk
=

=
1

k!
·
(
1− 1

n

)
· ... ·

(
1− k − 1

n

)
· · ·

cn =
n!

n! · (n− n)!
· 1

nn
=

n!

n!
· 1

nn
=

1

n!
· n
n
· n− 1

n
· ... · 1

n
=

=
1

n!
·
(
1− 1

n

)
· ... ·

(
1− n− 1

n

)
È òàêà ïîëó÷àâàìå:

an = 1 + 1 +
1

2!
·
(
1− 1

n

)
+ ...+

1

k!
·
(
1− 1

n

)
· ... ·

(
1− k − 1

n

)
+ ...+

+
1

n!
·
(
1− 1

n

)
...

(
1− n− 1

n

)
= 2 +

n∑
k=2

1

k!
·
(
1− 1

n

)
...

(
1− k − 1

n

)
Çà äà íå ïðàâèì âñè÷êè òåçè ñìåòêè è çà an+1, ïðîñòî â ïîñëåäíîòî
ðàâåíñòâî çàìåñòâàìå n ñ n+1 è ïîëó÷àâàìå:

an+1 = 2 +
n+1∑
k=2

1

k!
·
(
1− 1

n+ 1

)
· ... ·

(
1− k − 1

n+ 1

)
Äà íàïîìíÿ, ÷å èñêàìå äà äîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà {an} å ñòðîãî ìîíî-
òîííî ðàñòÿùà, ò.å. an < an+1. Çà öåëòà ùå ïîêàæåì, ÷å an+1− an >
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0:

an+1 − an = 2 +
n+1∑
k=2

1

k!
·
(
1− 1

n+ 1

)
· ... ·

(
1− k − 1

n+ 1

)
−

−

(
2 +

n∑
k=2

1

k!
·
(
1− 1

n

)
...

(
1− k − 1

n

))
=

=
n∑

k=2

1

k!
·
[(

1− 1

n+ 1

)
· ... ·

(
1− k − 1

n+ 1

)
−
(
1− 1

n

)
· ... ·

(
1− k − 1

n

)]
+

+
1

(n+ 1)!
·
(
1− 1

n+ 1

)
· ... ·

(
1− n

n+ 1

)
Íåêà 0 < s < n ñëåäîâàòåëíî:

n < n+ 1

1

n
>

1

n+ 1

1 >
s

n
>

s

n+ 1
> 0

−1 < − s

n
< − s

n+ 1
< 0

0 = 1− (−1) < 1− s

n
< 1− s

n+ 1
< 1

Äà âçåìåì s = 1, 2, 3, ..., k − 1:

0 < 1− 1

n
< 1− 1

n+ 1
< 1

0 < 1− 2

n
< 1− 2

n+ 1
< 1

· · ·

0 < 1− k − 1

n
< 1− k − 1

n+ 1
< 1

Äà óìíîæèì âñè÷êè ïîëó÷åíè íåðàâåíñòâà:

0 <

(
1− 1

n

)
· ... ·

(
1− k − 1

n

)
<

(
1− 1

n+ 1

)
· ... ·

(
1− k − 1

n+ 1

)
< 1

(⋆)
Îò ïðåäíîòî íåðàâåíñòâîòî ñëåäâàò äâå íåðàâåíñòâà:
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(à) Àêî çàìåñòèì k = n+ 1, ïîëó÷àâàìå, ÷å:

0 <

(
1− 1

n+ 1

)
· ... ·

(
1− n

n+ 1

)
(á) Àêî ïðåõâúðëèì ëÿâàòà ñòðàíà íà íåðàâåíñòâîòî îòäÿñíî, ïî-

ëó÷àâàìå, ÷å:(
1− 1

n+ 1

)
· ... ·

(
1− k − 1

n+ 1

)
−
(
1− 1

n

)
· ... ·

(
1− k − 1

n

)
> 0

Äà ñå çàâúðíåì êúì öåëòà:

an+1 − an =

=
n∑

k=2

1

k!︸︷︷︸
>0

·
[(

1− 1

n+ 1

)
· ... ·

(
1− k − 1

n+ 1

)
−
(
1− 1

n

)
· ... ·

(
1− k − 1

n

)]
︸ ︷︷ ︸

>0 îò (á)

+

+
1

(n+ 1)!︸ ︷︷ ︸
>0

·
(
1− 1

n+ 1

)
· ... ·

(
1− n

n+ 1

)
︸ ︷︷ ︸

>0 îò (à)

> 0

ò.å. ðåäèöàòà å ìîíîòîííî ðàñòÿùà.

2. Ùå äîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà å îãðàíè÷åíà îòãîðå. Ïúðâî ùå èçïîëç-
âàìå íåðàâåíñòâîòî (⋆):

an = 1 + 1 +
1

2!
·
(
1− 1

n

)
+ ...+

1

k!
·
(
1− 1

n

)
· ... ·

(
1− k − 1

n

)
+ ...+

+
1

n!
·
(
1− 1

n

)
...

(
1− n− 1

n

)
< 1 + 1 +

1

2!
+ ...+

1

k!
+ ...+

1

n!
⋆⋆

Íî íèå çíàåì, ÷å:

k! = k · (k − 1) · ... · 1 > 2 · 2 · ...︸ ︷︷ ︸
n-1 ïúòè

·1 = 2n−1
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Îò ïðåäíîòî íåðàâåíñòâî ñòèãàìå äî èçâîäà:

1

k!
<

1

2n−1

È ñå âðúùàìå êúì ïðåðàáîòêàòà íà (⋆⋆):

an < 1 + 1 +
1

2!
+ ...+

1

k!
+ ...+

1

n!
< 1 + 1 +

1

2
+ ...+

1

2k−1
+ ...+

1

2n−1
=

= 1 + 1 +
1

2
+ ...+

1

2k−1
+ ...+

1

2n−1︸ ︷︷ ︸
ñóìàòà íà ïúðâèòå n ÷ëåíà íà ãåîìåòðè÷íàòà ïðîãðåñèÿ

= 1 + 1 ·
1−

(
1
2

)n
1− 1

2

<

< 1 +
1

1− 1
2

= 1 +
1
1
2

= 3

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å an < 3.

Òúé êàòî äîêàçàõìå, ÷å ðåäèöàòà {an} å ìîíîòîííî ðàñòÿùà è îãðàíè÷å-
íà, òî òÿ å ñõîäÿùà ïî òâúðäåíèå 1. Ãðàíèöàòà íà ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí(
1 + 1

n

)n
ñå íàðè÷à Íåïåðîâà ÷èñëî è ñå áåëåæè ñ ÷èñëîòî e. Ïîíåæå ðåäè-

öàòà å ìîíîòîííî ðàñòÿùà, òî 2 = a1 < an < 3. Ïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä
â íåðàâåíñòâîòî è ïîëó÷àâàìå, ÷å 2 < e < 3. Âñúùíîñò ìîæå äà ñå äîêà-
æå, ÷å e å èðàöèîíàëíî ÷èñëî ñ ïúðâè íÿêîëêî çíàêà ñëåä äåñåòè÷íàòà
çàïåòàÿ:

e = 2, 718281828459. ■

Òåîðåìà 5.1 (íà Ùîëö) : Íåêà {an}∞n=1 è {bn}∞n=1 ñà äâå ÷èñëîâè

ðåäèöè, êàòî bn → ∞ è {bn}∞n=1 å ñòðîãî ðàñòÿùà. Òîãàâà àêî lim
n→∞

an+1−an
bn+1−bn

=

l, òî ñúùåñòâóâà lim
n→∞

an
bn

è lim
n→∞

an
bn

= l.

Äîêàçàòåëñòâî:

1. Ùå äîêàæåì, ÷å lim
n→∞

an+1−ak
bn+1−bk

= l, êúäåòî k e ôèêñèðàíî ÷èñëî. Ïî-

íåæå k e ôèêñèðàíî ÷èñëî, òî è ak è bk ñà ôèêñèðàíè ÷èñëà, ò.å.
íå çàâèñÿò îò n. Äà ôèêñèðàìå ε > 0. Ïîíåæå ðåäèöàòà an+1−an

bn+1−bn
e

ñõîäÿùà è êëîíè êúì l, òî ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî ν, òàêîâà
÷å àêî n > ν å â ñèëà ∣∣∣∣an+1 − an

bn+1 − bn
− l

∣∣∣∣ < ε. (1)
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Ñåãà äà ïðåðàáîòèì ìàëêî (1):∣∣∣∣an+1 − an
bn+1 − bn

− l

∣∣∣∣ < ε

−ε <
an+1 − an
bn+1 − bn

− l < ε

l − ε <
an+1 − an
bn+1 − bn

< l + ε

Ñåãà ìîæåì äà óìíîæèì íåðàâåíñòâîòî ïî (bn+1−bn), òúé êàòî {bn}
å ñòðîãî ðàñòÿùà ïî óñëîâèå. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå:

(l − ε)(bn+1 − bn) < an+1 − an < (l + ε)(bn+1 − bn) (2)

Ïîíåæå íåðàâåíñòâî (2) å èçïúëíåíî ïðè n > ν, òîãàâà òî å â ñèëà
è çà n ≥ ν+1. Íåêà k := ν+1. Íåðàâåíñòâîòî (2) å â ñèëà çà n ≥ k,
çíà÷è òî å èçïúëíåíî çà k, k + 1,...,n:

(l − ε)(bk+1 − bk) < ak+1 − ak < (l + ε)(bk+1 − bk)
(l − ε)(bk+2 − bk+1) < ak+2 − ak+1 < (l + ε)(bk+2 − bk+1)

· · ·
(l − ε)(bn − bn−1) < an − an−1 < (l + ε)(bn − bn−1)

Ñåãà ñúáèðàìå âñè÷êè íåðàâåíñòâà:

(l − ε)(bn − bk) < an − ak < (l + ε)(bn − bk)

Ñåãà äåëèì íà (bn − bk):

l − ε <
an − ak
bn − bk

< l + ε (2)

È òàêà äîêàçàõìå, ÷å lim
n→∞

an−ak
bn−bk

= l.

2. Ùå äîêàæåì, ÷å lim
n→∞

an
bn

= l. Çà öåëòà ùå íàïðàâèì ñëåäíèòå ïðå-

îáðàçóâàíèÿ:

an
bn

=
an − ak + ak

bn
=

an − ak
bn

+
ak
bn

=
(an − ak)(bn − bk)

bn(bn − bk)
+

ak
bn

=

=
(an − ak)bn
bn(bn − bk)

− (an − ak)bk
bn(bn − bk)

+
ak
bn

=
an − ak
bn − bk

− (an − ak)bk
bn(bn − bk)

+
ak
bn

=

=
an − ak
bn − bk

− bk
bn

· an − ak
bn − bk

+
ak
bn

.
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Ïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä â ðàâåíñòâîòî è ïîëó÷àâàìå:

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

an − ak
bn − bk

− lim
n→∞

bk
bn

· an − ak
bn − bk

+ lim
n→∞

ak
bn

= l−

− bk lim
n→∞

1

bn
· lim
n→∞

an − ak
bn − bk

+ ak lim
n→∞

1

bn
= l − bk · 0 · l + ak · 0 = l

Ïîñëåäíîòî ñå ïîëó÷è òúé êàòî ak è bk è ñà ôèêñèðàíè, a l å ðåàëíî
÷èñëî. ■

Ñëåäñòâèå 5.1(íà Êîøè):Íåêà lim
n→∞

an = a. Toãàâà lim
n→∞

a1+a2+...+an
n

=
a.

Äîêàçàòåëñòâî:
Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöèòå cn = a1 + a2 + ... + an è bn = n. Ìîæåì äà
ïðåñìåòíåì:

cn+1 − cn
bn+1 − bn

=
a1 + a2 + ...+ an+1 − (a1 + a2 + ...+ an)

n+ 1− n
=

an+1

1
= an+1 → a

Ïî òåîðåìàòà íà Ùîëö ïîëó÷àâàìå, ÷å å èçïúëíåíî lim
n→∞

cn
bn

= a, ò.å.

lim
n→∞

a1+a2+...+an
n

= a. ■

Ñëåäñòâèå 5.2: Íåêà an > 0 è lim
n→∞

an = a. Toãàâà lim
n→∞

n
1
a1

+ 1
a2

+...+ 1
an

=

a.

Äîêàçàòåëñòâî:

1. a ̸= 0 Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöaòà bn = 1
an
. Òúé êàòî lim

n→∞
an = a, òî

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

1
an

= 1
a
= b. Òîãàâà ìîæåì äà ïðèëîæèì ñëåäñòâèå 1

çà bn è ïîëó÷àâàìå:

lim
n→∞

b1 + b2 + ...+ bn
n

= b

lim
n→∞

1
a1

+ 1
a2

+ ...+ 1
an

n
=

1

a

lim
n→∞

n
1
a1

+ 1
a2

+ ...+ 1
an

= a
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2. a = 0, òî lim
n→∞

1
an

= ∞

lim
n→∞

n
1
a1

+ 1
a2

+ ...+ 1
an

= 0 = a ■

Ñëåäñòâèå 5.3: Íåêà an > 0 è lim
n→∞

an = a. Toãàâà lim
n→∞

n
√
a1 · a2 . . . an =

a.

Äîêàçàòåëñòâî:
Ïîíåæå lim

n→∞
an = a, òî ïî ñëåäñòâèå 1 è ñëåäñòâèå 2 ïîëó÷àâàìå:

lim
n→∞

a1 + a2 + ...+ an
n

= a, lim
n→∞

n
1
a1

+ 1
a2

+ ...+ 1
an

= a

Îñâåí òîâà òúé êàòî å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî ìåæäó ñðåäíî àðèòìåòè÷íî,
ñðåäíî ãåîìåòðè÷íî è ñðåäíî õàðìîíè÷íî, ò.å.

n
1
a1

+ 1
a2

+ ...+ 1
an

≤ n
√
a1 · a2 . . . an ≤ a1 + a2 + ...+ an

n
,

òî ïî ëåìàòà çà äâàìàòà ïîëèöàè ïîëó÷àâàìå lim
n→∞

n
√
a1 · a2 . . . an = a. ■

Ñëåäñòâèå 5.4: Íåêà an > 0 è lim
n→∞

an+1

an
= a. Toãàâà lim

n→∞
n
√
an = a.

Äîêàçàòåëñòâî:
Íåêà äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà bn = an+1

an
è b1 = a1. Òúé êàòî lim

n→∞
bn =

lim
n→∞

an+1

an
= a, òî ïî ïðåäíîòî ñëåäñòâèå ïîëó÷àâàìå:

a = lim
n→∞

n
√

b1 · b2 . . . bn = lim
n→∞

n

√
a1 ·

a2
a1

. . .
an−1

an−2

· an
an−1

= lim
n→∞

n
√
an. ■
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