
4.Ãðàíèöè íà ðåäèöè. Àðèòìåòè÷íè

äåéñòâèÿ ñúñ ñõîäÿùè ðåäèöè

Êàêâî å ÷èñëîâà ðåäèöà? Íåùî ïðîñòî � òîâà ñà ÷èñëà, íàðåäåíè â
ðåäèöà ïî íÿêàêâî ïðàâèëî. Ïî-äîëó ñà ïðåäñòàâåíè íÿêîëêî ïðèìåðà çà
÷èñëîâè ðåäèöè:

Ïðèìåð 4.1: 76, 2, 3

Ïðèìåð 4.2: 2, 76, 3

Ïðèìåð 4.3: 1, 2, 3, ...

Ïðèìåð 4.4: 1, 4, 9, ...

Ïðèìåð 4.5: 2, 4, 6, ...

Ïðèìåð 4.6: 1, 1
2
, 1
3
, ....

×èñëîâèòå ðåäèöè áèâàò êðàéíè (ïðèìåðè 1, 2) è áåçêðàéíè (ïðèìåðè
3, 4, 5, 6) â çàâèñèìîñò îò áðîÿ íà åëåìåíòèòå èì. Äèôåðåíöèàëíîòî è èí-
òåãðàëíîòî ñìÿòàíå ðàçãëåæäà ñàìî áåçêðàéíè ÷èñëîâè ðåäèöè.Ïîðàäè
òîâà îò òóê íàòàòúê êàòî ãîâîðÿ çà ½÷èñëîâè ðåäèöè�, ùå èìàì

ïðåäâèä ½áåçêðàéíè ÷èñëîâè ðåäèöè�. Îïðåäåëåíèåòî çà ÷èñëîâa
ðåäèöa èçãëåæäà òàêà:
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Îïðåäåëåíèå 4.1: ×èñëîâà ðåäèöà å ôóíêöèÿ, êîÿòî íà âñÿêî åñòåñ-
òâåíî ÷èñëî ñúïîñòàâà ðåàëíî ÷èñëî, ò.å.

a : N → R.1

Çàáåëåæêà 1: Âñúùíîñò àðãóìåíòúò íà ôóíêöèÿòà ïðåäñòàâëÿâà ïî-
ðåäíèÿ íîìåð íà åëåìåíòà â ðåäèöàòà.

Çàáåëåæêà 2:Îáèêíîâåíî ÷èñëîâèòå ðåäèöè ñå îçíà÷àâàò ñ {an}∞n=1 .
Çàáåëåæêà 3: Àêî ôóíêöèÿòà a çàäàâà ÷èñëîâà ðåäèöà {an}∞n=1 ,

ôóíêöèîíàëíèòå ñòîéíîñòè a(x) ñå íàðè÷àò ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà.
a(1) � ïúðâèÿò ÷ëåí íà ðåäèöàòà (áåëåæè ñå îáèêíîâåíî è ñ a1);
a(2) � âòîðèÿò ÷ëåí íà ðåäèöàòà (áåëåæè ñå îáèêíîâåíî è ñ a2);
....
a(n) � n-òèÿò ÷ëåí íà ðåäèöàòà èëè îùå îáù ÷ëåí íà ðåäèöàòà (áåëåæè

ñå îáèêíîâåíî è ñ an)
....
×ëåíîâåòå íà ðåäèöàòà â ïðèìåð 4.3 ñå çàäàâàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

a1 = 2, a2 = 2, a3 = 3, ..., ak = k, ...,

à òåçè � â ïðèìåð ïðèìåð 4.4 èìàìå

a1 = 1, a2 = 4, a3 = 6, ..., ak = k2, ....

Çàáåëåæêà 4: Íàðåäáàòà íà åëåìåíòèòå â åäíà ÷èñëîâà ðåäèöà å îò
ñúùåñòâåíî çíà÷åíèå, ïîðàäè òîâà ïðèìåð 4.1 è ïðèìåð 4.2 ñà äâå
ðàçëè÷íè ÷èñëîâè ðåäèöè.

Íà÷èíè íà çàäàâàíå íà ÷èñëîâè ðåäèöè Åäíà ðåäèöà ìîæå äà áúäå
çàäàäåíà ÷ðåç

1. èçáðîÿâàíå íà ïúðâèòå íÿêîëêî ÷ëåíà íà ðåäèöàòà (ïðèìåð 4.1�
ïðèìåð 4.4);

2. çàäàâàíå íà ôîðìóëà çà îáùèÿ ÷ëåí (òîâà å ôîðìóëà, ñ êîÿòî ñå
çàäàâàò âñè÷êè ÷ëåíîâå íà åäíà ðåäèöà). Â ïðèìåð 4.3 ôîðìó-
ëàòà å an = n, ïðèìåð 4.5 � an = 2n. Òîâà ñà ôîðìóëèòå, êîèòî

1Ïðèïîìíÿì, ÷å N å ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà, à R å ìíîæåñòâîòî íà
ðåàëíèòå ÷èñëà
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ñà íàé-áëèçêî äî óìà. Íî ñúùåñòâóâàò è äðóãè ôîðìóëè, ñ êîèòî
ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò ïúðâèòå íÿêîëêî ÷ëåíà íà åäíà ðåäèöà. Ïðè-
ìåðíî ïúðâèòå 3 ÷ëåíà íà ïðèìåð 4.3 ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò è ÷ðåç
ôîðìóëàòà an = n + (n − 1)(n − 2)(n − 3). Ïîñëåäíîòî èäâà äà íè
ïîêàæå, ÷å å ïî-äîáðå äà èçïîëçâàìå ôîðìóëà çà îáùèÿ ÷ëåí èëè
ðåêóðåíòíè âðúçêè ìåæäó ÷ëåíîâåòå íà ðåäèöà.

3. ÷ðåç ðåêóðåíòíà âðúçêà ìåæäó ÷ëåíîâåòå. Îáèêíîâåíî ñå çàäàâà
ïúðâèÿ ÷ëåí (èëè ïúðâèòå íÿêîëêî ÷ëåíà íà ðåäèöàòà) è ôîðìóëà,
êîÿòî èçðàçÿâà âñåêè ñëåäâàù ÷ëåí íà ðåäèöàòà ÷ðåç ïðåäõîäíèòå
(åäèí èëè íÿêîëêî). Íàïðèìåð:

Ïðèìåð 4.7: ðåäèöàòà íà Ôèáîíà÷è ñå çàäàâà îáèêíîâåíî ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

bn = bn−1 + bn−2, b1 = 1, b2 = 1.

Òàêà ìîæåì äà ïðåñìåòíåì ñëåäâàùèòå íÿêîëêî ÷ëåíà ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

b3 = b1 + b2 = 1 + 1 = 2, b4 = b2 + b3 = 1 + 2 = 3

×ðåç èçáðîÿâàíå íà ïúðâèòå íÿêîëêî ÷ëåíà ðåäèöàòà ìîæå äà áúäå
çàïèñàíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13....

4. ÷ðåç íåÿâíà äåôèíèöèÿ

Ïðèìåð 4.8: cn= n-òàòà öèôðà â äåñåòè÷íèÿ çàïèñ íà π

Èçîáðàçÿâàíå íà ðåäèöè Òúé êàòî ðåäèöèòå ñà ôóíêöèè, òî îò òåìà
3 òðÿáâà äà å ÿñíî, ÷å òîãàâà ìîæåì äà íà÷åðòàåì òÿõíàòà ãðàôèêà.

Íàïðèìåð ãðàôèêàòà íà ðåäèöàòà an = n (ïðèìåð 4.3) å
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Äåéñòâèÿ ñ ðåäèöè Àêî ñà äàäåíè äâå ðåäèöè {an}∞n=1 è {bn}∞n=1, òî

1. ñáîðúò íà äâåòå ðåäèöè å ðåäèöàòà cn = an + bn;

2. ðàçëèêàòà íà äâåòå ðåäèöè å ðåäèöàòà cn = an − bn;

3. ïðîèçâåäåíèåòî íà äâåòå ðåäèöè å ðåäèöàòà: cn = an · bn;

4. ÷àñòíîòî íà äâåòå ðåäèöè (ïðè ïîëîæåíèå, ÷å bn ̸= 0 çà âñÿêî n ∈ N)
å ðåäèöàòà cn = an

bn
.
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Ïðèìåð 4.9: Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöèòå an = 3n è bn = 1. Òîãàâà ùå
ïðåñìåòíåì è èçîáðàçèì òåõíèÿ ñáîð cn, ðàçëèêà c′n, ïðîèçâåäåíèå dn è
÷àñòíî d′n. Oáùèÿ ÷ëåí íà ðåäèöàòà cn ñå ïðåñìÿòà êàòî cn = 3n + 1, à
ïúðâèòå òðè ÷ëåíà íà ðåäèöàòà ñà ïðåñìåòíàòè ïî-äîëó

c1 = a1 + b1 = 3 + 1 = 4

c2 = a2 + b2 = 6 + 1 = 7

c3 = a3 + b3 = 9 + 1 = 10
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Àíàëîãè÷íî ïðîèçâåäåíèåòî è ÷àñòíîòî íà äâåòå ðåäèöè ñå ïðåñìÿòà ïî
ôîðìóëàòà dn = d′n = 3n = an.

Îïðåäåëåíèå 4.2: Ðåäèöàòà {an}∞n=1 å îãðàíè÷åíà îòãîðå, àêî ÷ëåíî-
âåòå íà ðåäèöàòà îáðàçóâàò ìíîæåñòâî, êîåòî å îãðàíè÷åíî îòãîðå.

Ïîíÿòèåòî ½îãðàíè÷åíà îòãîðå ðåäèöà� ìîæå äà ñå äåôèíèðà è äèðåê-
òíî (áåç èçïîëçâàíåòî íà ïîíÿòèåòî ½îãðàíè÷åíî îòãîðå ìíîæåñòâòî�)

Îïðåäåëåíèå 4.3: Ðåäèöàòà {an}∞n=1 å îãðàíè÷åíà îòãîðå, àêî ñúùåñ-
òâóâà ÷èñëî M ∈ R, òàêîâà ÷å çà âñÿêî n ∈ N å â ñèëà an ≤ M .

Îïðåäåëåíèå 4.4: Ðåäèöàòà {an}∞n=1 å îãðàíè÷åíà îòäîëó, àêî ñúùåñ-
òâóâà ÷èñëî M ∈ R, òàêîâà ÷å çà âñÿêî n ∈ N å â ñèëà an ≥ M .

Îïðåäåëåíèå 4.5: Ðåäèöàòà {an}∞n=1 å îãðàíè÷åíà, àêî å îãðàíè÷åíà
îòãîðå è îãðàíè÷åíà îòäîëó.

Îïðåäåëåíèå 4.6: Ðåäèöàòà {an}∞n=1 å íåîãðàíè÷åíà, àêî íå å îãðà-
íè÷åíà îòäîëó èëè íå å îãðàíè÷åíà îòãîðå.

Ïðèìåð 4.10: Ðåäèöàòà â ïðèìåð 4.5 å îãðàíè÷åíà îòäîëó îò 2 (î÷å-
âèäíî âñåêè ÷ëåí íà ðåäèöàòà an = 2n ≥ 2, òúé êàòî n ≥ 1) è íåîãðà-
íè÷åíà îòãîðå. Äà äîïóñíåì, ÷å ðåäèöàòà å îãðàíè÷åíà îòãîðå. Òîãàâà
ñúùåñòâóâà ÷èñëî M , òàêîâà ÷å M ≥ 2n ∀n ∈ N. Äà ðàçãëåäàìå ÷èñ-
ëîòî 2⌜M⌝ ( ⌜M⌝ îçíà÷àâà íàé-ìàëêîòî öÿëî ÷èñëî, íàäìèíàâàùî M ,
ïðèìåðíî ⌜1.111⌝ = 2, ⌜0.0007⌝ = 1, ⌜0.998⌝ = 1 ). Ïîíåæå 2⌜M⌝ å ÷ëåí
îò ðåäèöàòà {an}, êîéòî å ïî-ãîëÿì îò M , òî äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâî-
ðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî äîêàçàõìå, ÷å ðåäèöàòà å íåîãðàíè÷åíà îòãîðå.

Ïðèìåð 4.11: Ðåäèöàòà an = −n2 å îãðàíè÷åíà îòãîðå îò 0 è íåîãðà-
íè÷åíà îòäîëó.

Ïðèìåð 4.12: Ðåäèöàòà â ïðèìåð 4.6 å îãðàíè÷åíà îòäîëó îò 0 è
îãðàíè÷åíà îòãîðå îò 1 (äîêàæåòå ãî).

Ïðèìåð 4.13: Ðåäèöàòà an = (−1)nn å íåîãðàíè÷åíà îòãîðå è îòäîëó.
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Aêî ðåäèöàòà {an}∞n=1 å çàäàäåíà ÷ðåç îáùèÿ ñè ÷ëåí (ïðèìåðíî an =
1
n
), ìîæåì äà ïðåñìåòíåì åëåìåíòàðíî ïðîèçâîëåí ÷ëåí íà ðåäèöàòà:

a1 = 1, a10 = 0.1, a100 = 0.01, a1000 = 0.001, a10000 = 0.0001, a100000 = 0.00001.

Äîáðå, à êàêâî ñòàâà â áåçêðàéíîñòòà? Ìîæåì ëè äà ñìåòíåì ½áåçêðàé-
íèÿò ÷ëåí� a∞ (äåáåëî ïîä÷åðòàâàì, ÷å òîçè çàïèñ íå å âàëèäåí è ñå
èçïîëçâà â ñëó÷àÿ ñàìî çà îíàãëåäÿâàíå íà ïðèìåðà)? Çà äà ñìåòíåì
êàêâî ñå ñëó÷âà â áåçêðàéíîñòòà, ðåäèöàòà òðÿáâà âñå ïîâå÷å è ïîâå÷å äà
ñå äîáëèæàâà äî êîíêðåòíî ÷èñëî. Â ðàçãëåäàíèÿ ïðèìåð ÷ëåíîâåòå ñå
äîáëèæàâàò âñå ïîâå÷å è ïîâå÷å äî íóëà (àêî íå ñòå óáåäåíè âñå îùå, ìî-
æå äà ñìåòíåòå îùå îò ÷ëåíîâåòå íà ðåäèöàòà ïðèìåðíî a1000000, a10000000,
a10000000000 è ò.í.). Íà èíòóèòèâíî íèâî áè òðÿáâàëî äà å ñòàíàëî ÿñíî, ÷å
½áåçêðàéíèÿò ÷ëåí� íà ðåäèöàòà å 0. Ñåãà äà âúâåäåì ñòðîãî ïîíÿòèåòî
½áåçêðàåí ÷ëåí íà ðåäèöà�, êîåòî íà åçèêà íà ìàòåìàòèêàòà ñå íàðè÷à
ãðàíèöà íà ðåäèöà:

Îïðåäåëåíèå 4.7: Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ñõîäÿùà, àêî çà
âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà èíäåêñ íà ÷ëåí îò ðåäèöàòà ν, çàâèñåù îò ε,
òàêúâ ÷å îò n > ν äà ñëåäâà |an−a| < ε. ×èñëîòî a ñå íàðè÷à ãðàíèöà íà
ðåäèöà è ñúùåñòâóâà ñàìî àêî {an}∞n=1 å ñõîäÿùà. Ãðàíèöàòà íà ðåäèöàòà
ñå áåëåæè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí lim

n→+∞
an = a (÷åòå ñå ½ãðàíèöàòà íà ðåäèöàòà

an ïðè n êëîíÿùî êúì áåçêðàéíîñò å a�).

Ïî-êðàòêî îïðåäåëåíèåòî ùå çàïèñâàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí2:

∀ε > 0 ∃ν ∈ N : ∀n > ν ⇒ |an − a| < ε

⇐⇒ ∀ε > 0 ∃ν ∈ N : ∀n > ν ⇒ an ∈ (a− ε, a+ ε).

Íåêà äà äåôèíèðàìå ïîíÿòèåòî ε-îêîëíîñò

Îïðåäåëåíèå 4.8: ε-îêîëíîñò íà ÷èñëîòî a íàðè÷àìå èíòåðâàë îò âè-
äà (a − ε, a + ε). Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å îïð. çà ãðàíèöà íà ðåäèöà å
åêâèâàëåíòíî íà

2Ñèìâîëúò ∀ ñå ÷åòå ½çà âñÿêî�, ñèìâîëúò ∃ - ñúùåñòâóâà, äâîåòî÷èå - òàêîâà ÷å, à
ñèìâîëúò⇒ � ñëåäâà.
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Îïðåäåëåíèå 4.9: Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ñõîäÿùà, àêî ñú-
ùåñòâóâà ðåàëíî ÷èñëî a òàêîâà, ÷å èçâúí âñÿêà ε-îêîëíîñò íà a èìà
íàé-ìíîãî êðàåí áðîé ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà. ×èñëîòî a ñå íàðè÷à ãðàíè-
öà íà ðåäèöàòà.

Ïðèìåð 4.14: Íåêà äà äîêàæåì ñ îïðåäåëåíèåòî çà ñõîäèìîñò, ÷å ãðà-

íèöàòà íà ðåäèöàòà an = 1
n
å 0. Ò.å. òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å çà âñÿêî ε > 0

ñúùåñòâóâà ν ∈ N, òàêîâà ÷å ïðè n > ν å èçïúëíåíî

|an − a| = | 1
n
− 0| = | 1

n
| = 1

n
< ε. (1)

Äà ôèêñèðàìå ε > 0, òîãàâà òðÿáâà äà íàìåðèì ν (â çàâèñèìîñò îò ε), çà
äà äîêàæåì íåãîâîòî ñúùåñòâóâàíå.

Ïîíåæå n > ν, òî å èçïúëíåíî 1
n
< 1

ν
. Ñ öåë äà å èçïúëíåíî íåðà-

âåíñòâîòî (1), èçáèðàìå ν äà óäîâëåòâîðÿâà ε > 1
ν
. Íàé-ìàëêîòî ν, êîåòî

èçïúëíÿâà òîâà íåðàâåíñòâî, å ν = ⌜1
ε
⌝ (ïðèïîìíÿì, ÷å ν ∈ N). Òàêà

äîêàçàõìå, ÷å ñúùåñòâóâà ν, êîåòî äà èçïúëíÿâà îïðåäåëåíèåòî çà ñõî-
äèìîñò, ò.å. çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà ν = 1

ε
òàêîâà, ÷å îò n > ν äà

ñëåäâà:

|an − a| = | 1
n
− 0| = | 1

n
| = 1

n
<

1

ν
=

1
1
ε

= ε.

Îïðåäåëåíèå 4.10: Àêî ðåäèöàòà {an}∞n=1 íå å ñõîäÿùà, òî òÿ ñå íà-
ðè÷à ðàçõîäÿùà.

Ïðèìåð 4.15: Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà

1,−1, 1,−1, 1,−1...

Òàçè ðåäèöà íå å ñõîäÿùà. Çàùî? Íà èíòóèòèâíî íèâî íå çíàåì äàëè â
áåçêðàéíîñò ùå îòèäåì â 1 èëè â -1. Ñåãà äîêàçàòåëñòâîòî. Äà äîïóñíåì
ïðîòèâíîòî, ò.å. ðåäèöàòà å ñõîäÿùà è íåêà äà îçíà÷èì ãðàíèöàòà �è ñ
a. Òîãàâà ïî îïðåäåëåíèåòî èìàìå çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà ÷èñëî ν
(çàâèñåùî îò ε) òàêîâà, ÷å îò n > ν äà ñëåäâà |an − a| < ε. Íåêà äà
èçáåðåì ε > 0. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå:

|1− a| < ε, àêî n = 2k + 1,

| − 1− a| < ε, àêî n = 2k.
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Ñëåä òîâà ðàçêðèâàìå ìîäóëèòå:

−1− ε < −a < −1 + ε, àêî n = 2k + 1,

1− ε < −a < 1 + ε, àêî n = 2k.

Ïîñëåäíî óìíîæàâàìå ïî -1 è ïîëó÷àâàìå:

1 + ε > a > 1− ε, àêî n = 2k + 1,

−1 + ε > a > −1− ε, àêî n = 2k.

Îñòàâà äà èçáåðåì ε òàêîâà, ÷å ãîðíèòå äâå íåðàâåíñòâà çà a äà ñè ïðîòè-
âîðå÷àò (âñå ïàê èñêàìå äà äîñòèãíåì äî ïðîòèâîðå÷èå). Åäèí ïîäõîäÿù
èçáîð çà ε ïðåäñòàâëÿâà ε = 1

2
(âñúùíîñò âñÿêî ε ∈ (0, 1)) ùå äîâåäå äî

ïðîòèâîðå÷èå). Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å a < −1
2
è åäíîâðåìåííî a > 1

2
, îòêú-

äåòî äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà íå å ñõîäÿùà.

Òâúðäåíèå 4.1: Ðåäèöàòà {an}∞n=1 , êúäåòî an = a çà âñÿêî n ∈ N,
èìà ãðàíèöà a.

Äîêàçàòåëñòâî:

Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò îïðåäåëåíèåòî. Òðÿáâà äà äî-
êàæåì ñëåäíîòî: çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà ÷èñëî ν ∈ N, çàâèñåùî åâåí-
òóàëíî îò ε òàêîâà, ÷å îò n > ν äà ñëåäâà

|an − a| = |a− a| = 0 < ε.

Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî å âèíàãè èçïúëíåíî è ñëåäîâàòåëíî îïðåäåëåíè-
åòî å â ñèëà ïðè ïðîèçâîëåí èçáîð íà ν. ■

Ñâîéñòâà íà ñõîäÿùèòå ðåäèöè:

1. Àêî êúì åäíà ðåäèöà ïðèáàâèì èëè ïðåìàõíåì êðàåí áðîé åëåìåí-
òè, òî òîâà íå âëèÿå íà íåéíàòà ñõîäèìîñò.

Äîêàçàòåëñòâî:

Ùå èçïîëçâàìå âòîðîòî îïðåäåëåíèå çà ñõîäèìîñò, à èìåííî � ½Êàç-
âàìå, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ñõîäÿùà, àêî ñúùåñòâóâà ÷èñëî a, òàêî-
âà ÷å èçâúí âñÿêà ε-îêîëíîñò íà a èìà íàé-ìíîãî êðàåí áðîé ÷ëåíîâå
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íà ðåäèöàòà.�. Àêî êúì ðàçãëåæäàíàòà ñõîäÿùà ðåäèöà ïðèáàâèì
êðàåí áðîé åëåìåíòè, òî äîðè âñè÷êè òå äà ñà èçâúí ïðîèçâîëíàòà
ε-îêîëíîñò íà a, èçâúí íåÿ âñå ïàê ùå èìà íàé-ìíîãî êðàåí áðîé
åëåìåíòè (êðàåí áðîé + êðàåí áðîé = êðàåí áðîé). Àíàëîãè÷íî è
ïðè ïðåìàõâàíåòî íà êðàåí áðîé åëåìåíòè. ■

2. Íåêà an ≤ bn ∀n ∈ N. Íåêà an è bn ñà ñõîäÿùè è lim
n→+∞

an = a,

lim
n→+∞

bn = b. Òî òîãàâà å èçïúëíåíî a ≤ b.

Äîêàçàòåëñòâî:

Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. b < a. Îò åäíà ñòðàíà an å ñõîäÿùà è
èìà ãðàíèöà a, ò.å. çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà èíäåêñ ν1 òàêúâ, ÷å
îò n > ν1 äà ñëåäâà a−ε < an < a+ε. Îò äðóãà ñòðàíà bn å ñõîäÿùà
è èìà ãðàíèöà b, ò.å. çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà èíäåêñ ν2, òàêúâ ÷å
îò n > ν2 äà ñëåäâà b− ε < bn < b+ ε. Íåêà äà ôèêñèðàìå ε = a−b

2
3

è ν = max(ν1, ν2). Òîãàâà çà n > ν ïîëó÷àâàìå

a+ b

2
= a− a− b

2
= a− ε < an < a+ ε = a+

a− b

2
=

3a− b

2

−a+ 3b

2
= b− a− b

2
= b− ε < bn < b+ ε = b+

a− b

2
=

a+ b

2
ò.å. ïîëó÷àâàìå, ÷å

b− ε < bn < b+ ε =
a+ b

2
= a− ε < an < a+ ε

ñëåäîâàòåëíî bn < an çà n > ν, êîåòî å â ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåòî.
■

Çàáåëåæêà 1: Âñúùíîñò íå å çàäúëæèòåëíî è íåðàâåíñòâîòî an ≤
bn äà å èçïúëíåíî çà ∀n ∈ N. Îêàçâà ñå äîñòàòú÷íî an ≤ bn äà
å èçïúëíåíî çà áåçáðîé ìíîãî ñòîéíîñòè íà n. Äîêàçàòåëñòâîòî ñå
ïðàâè ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí.

3Êàê ñå äîñåùàìå, ÷å òîâà òðÿáâà äà å èçáîðúò çà ε? Öåëòà íè å äà ïîëó÷èì
ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó íåðàâåíñòâàòà b−ε < bn < b+ε è a−ε < an < a+ε, èçïîëçâàéêè,
÷å b < a è an ≤ bn. Èçïîëçâàéêè, ÷å b < a, òî ñúñ ñèãóðíîñò ìîæåì äà èçáåðåì
êîíêðåòíî ε òàêîâà, ÷å äà å èçïúëíåíî bn < b+ ε ≤ a− ε < an (òóê ñ÷èòàì, ÷å å âèäíî
ïðîòèâîðå÷èåòî ñ an ≤ bn). Îò òóê ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å ïîäõîäÿù èçáîð áè áèë
ε ≤ a−b

2 , çà äà äîêàæåì ïðîòèâîðå÷èåòî.
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Çàáåëåæêà 2: Äàëè àêî â ãîðíàòà òåîðåìà å èçïúëíåíî an < bn çà
âñÿêî n, òî ñëåäâà ëè, ÷å a < b? Îòãîâîðúò å íå. Ùå äàì êîíòðàïðè-
ìåð. Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöèòå an = 1

n
è bn = 0. Òî òîãàâà å î÷åâèäíî,

÷å an = 0 < 1
n
= bn çà âñÿêî n > 0. Íî êàêòî âèäÿõìå â ïðèìåð 4.6

ãðàíèöàòà íà ðåäèöàòà an å 0, êàêâàòî å è ãðàíèöàòà íà ðåäèöàòà
bn (îò ïðåäèøíîòî òâúðäåíèå), ò.å. 0 = lim

n→+∞
an = lim

n→+∞
bn = 0.

3. Àêî an å ñõîäÿùà, òî òÿ å îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà ãðàíèöàòà íà {an}∞n=1 e a. Èçáèðàìå ε > 0 ïðîèçâîëíî, íàïðè-
ìåð ε = 999. Tîãàâà ñúùåñòâóâà ν ∈ N, òàêîâà îò n > ν äà ñëåäâà
a− ε < an < a+ ε. Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å an ïðèíàäëåæè íà êðàåí
èíòåðâàë ïðè n ≤ ν. Íåêà äà îçíà÷èì ñm1 = min{a1, a2, ..., aν , a−ε},
am2 = max{a1, a2, ..., aν , a+ε}. Îò òóê ïîëó÷àâàìå, ÷åm1 ≤ an ≤ m2

çà âñÿêî n ∈ N. Îò êúäåòî ñëåäâà, ÷å âñÿêà ñõîäÿùà ðåäèöà å è
îãðàíè÷åíà. ■

4. Íåêà an è cn ñà ñõîäÿùè è èìàò ãðàíèöà l è an ≤ bn ≤ cn çà n > ν,
êúäåòî ν ∈ N. Òîãàâà bn e ñõîäÿùà è èìà ãðàíèöà l.

Çàáåëåæêà: Tîâà ñâîéñòâî å èçâåñòíî îùå ñ èìåòî ëåìà çà äâàìàòà
ïîëèöàè (ëåìà çà äâàìàòà ìèëèöèîíåðè), çàùîòî àêî ñè ïîäõâàíàò
îò äâåòå ñòðàíè îò ïî åäèí ïîëèöèé è äâàìàòà îòèâàò â çàòâîðà, òî
òè îòèâàø â çàòâîðà.

Äîêàçàòåëñòâî:

Èçáèðàìå ε > 0. Tîãàâà ñúùåñòâóâà N1 ∈ N, òàêîâà ÷å îò n > N1

ñëåäâà l − ε < an < l + ε (ïîíåæå an å ñõîäÿùà è èìà ãðàíèöà l).
Oñâåí òîâà ñúùåñòâóâà N2 ∈ N , òàêîâà ÷å îò n > N2 äà ñëåäâà
l − ε < cn < l + ε. Îò óñëîâèåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å an ≤ bn ≤ cn çà
n > ν. Òîãàâà çà n > max{N1, N2, ν} èìàìå:

l − ε < an ≤ bn ≤ cn < l + ε

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å l − ε < bn < l + ε çà n > max{N1, N2, ν}, êîåòî
îçíà÷àâà, ÷å bn å ñõîäÿùà è èìà ãðàíèöà l. ■
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Ñëåäñòâèå 4.1: Íåêà lim
n→+∞

an = 0, a {bn} å îãðàíè÷åíà ðåäèöà,

òî òîãàâà an.bn → 0.

Äîêàçàòåëñòâî:

Ïîíåæå {bn} å îãðàíè÷åíà ðåäèöà, òî ñúùåñòâóâà M , òàêîâà ÷å
|bn| ≤ M . Òúé êàòî an å ñõîäÿùà è èìà ãðàíèöà 0, òî òîãàâà çà
âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà ν ∈ N òàêîâà, ÷å îò n > ν äà ñëåäâà
|an − 0| = |an| < ε. Âçèìàéêè ïðåäâèä ïîñëåäíèòå äâå íåùà ñòè-
ãàìå äî èçâîäà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà ν ∈ N òàêîâà, ÷å îò
n > ν äà ñëåäâà |anbn| < εM . Èñêàìå äà äîêàæåì, ÷å {an.bn} å ñõî-
äÿùà è êëîíè êúì 0, ò.å. çà âñÿêî ε0 > 0 ñúùåñòâóâà ν0 > 0 òàêîâà,
÷å îò n > ν0 äà ñëåäâà

|an · bn − 0| = |an · bn| < ε0.

Çà öåëòà ôèêñèðàìå ε0 > 0 è èçáèðàìå ε = ε0
M
. Çíàåì, ÷å å èçïúëíå-

íî ñëåäíîòî: çà ïðîèçâîëíî ε ñúùåñòâóâà ν > 0 òàêîâà, ÷å îò n > ν
äà ñëåäâà

|an · bn − 0| = |an · bn| <
ε0
M

·M = ε0.

Îò êîåòî ïî÷òè ñëåäâà òîâà, êîåòî èñêàìå äà äîêàæåì ñ èçêëþ÷å-
íèå, ÷å ïîñëåäíîòî å èçïúëåíåíî ν > 0. À çà äà äîêàæåì òâúðäåíè-
åòî òðÿáâà äà íàìåðèì ν0, çà êîåòî ùå å èçïúëíåíî. Áëèçêî äî óìà
å, ÷å ùå èçáåðåì ν0 > ν > 0. ■

Íî êàêúâ å ïðîáëåìúò, àêî bn å íåîãðàíè÷åíà ðåäèöà? Íàëè â
ó÷èëèùå ñà íè ó÷èëè ÷å íóëà, ïî êàêâîòî è äà å ÷èñëî å íóëà. Çà äà
âèäèì ïî ÿñíî êúäå å ïðîáëåìúò äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð:

Ïðèìåð 4.16: Íåêà äà ðàçãëåäàìå 2 ðåäèöè ñ îáùè ÷ëåíîâå ñú-

îòâåòíî an = 1
n
è bn = 2n. Â ïðåäèøíèòå ïðèìåðè ïîêàçàõìå, ÷å

{an} å ñõîäÿùà è ãðàíèöàòà è å 0 è ÷å {bn} å íåîãðàíè÷åíà. Êàêâî
ñå ñëó÷âà ñ ïðîèçâåäåíèåòî íà äâåòå ðåäèöè - cn = an.bn = 1

n
·2n = 2.

Ïîëó÷èõìå ðåäèöà ñ ãðàíèöà 2.

5. Àêî {an} e ñõîäÿùa è êëîíè êúì a, òî è {|an|} e ñõîäÿùà è êëîíè
êúì |a|.
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Äîêàçàòåëñòâî:

Ðåäèöàòà {an} e ñõîäÿùa è êëîíè êúì a, ò.å.

∀ε > 0 ∃η ∈ N : n > η ⇒ |an − a| < ε.

Îò òîâà ñëåäâà, ÷å

∀ε > 0 ∃η ∈ N : n > η ⇒ ||an| − |a|| ≤ |an − a| < ε,

ò.å.
∀ε > 0 ∃η ∈ N : n > η ⇒ ||an| − |a|| < ε.

Ñëåäîâàòåëíî {|an|} e ñõîäÿùà è êëîíè êúì |a|. ■

6. Àêî {an} è {bn} ñà ñõîäÿùè è ñ ãðàíèöè ñúîòâåòíî a è b, òîãàâà:

(à) {an + bn} å ñõîäÿùà è êëîíè êúì a+ b;

(á) {an − bn} å ñõîäÿùà è êëîíè êúì a− b;

(â) {an · bn} å ñõîäÿùà è êëîíè êúì a · b;

(ã) aêî b ̸= 0, òî ðåäèöàòà

{
an
bn

}
å ñõîäÿùà è êëîíè êúì a

b
;

Äîêàçàòåëñòâî:

Ðåäèöàòà {an} e ñõîäÿùa è êëîíè êúì a, ò.å.

∀ε1 > 0 ∃η1 ∈ N : n > η1 ⇒ |an − a| < ε1.

Ðåäèöàòà {bn} e ñõîäÿùa è êëîíè êúì b, ò.å.

∀ε2 > 0 ∃η2 ∈ N : n > η2 ⇒ |bn − b| < ε2.

(à) Èñêàìå äà äîêàæåì, ÷å

∀ε > 0 ∃η ∈ N : n > η ⇒ |(an + bn)− (a+ b)| < ε.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å àêî èçáåðåì η = max(η1, η2), òî îò n > η
ùå ñëåäâà

|(an+bn)− (a+b)| = |an−a+bn−b| < |an−a|+ |bn−b| < ε1+ε2
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Çà äà äîêàæåì òâúðäåíèåòî, òðÿáâà äà ïîëó÷èì

|(an + bn)− (a+ b)| < ε.

Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî, à ε1 = ε2 =
ε
2
. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå, ÷å

∀ε > 0 ∃η ∈ N : n > η ⇒ |(an + bn)− (a+ b)| < ε1 + ε2 = ε,

ñ êîåòî äîêàçàõìå òâúðäåíèåòî.

(á) Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà {an−bn} = {an+(−bn)} e ñõî-
äÿùà. Çà öåëòà ùå äîêàæåì, ÷å îò ñõîäèìîñòòà íà {bn} ñëåäâà,
÷å {−bn} å ñõîäÿùà è ãðàíèöàòà �è e −b. Èçïîëçâàéêè òîçè
ôàêò è (à) (ò.å. ñáîðúò íà ñõîäÿùè ðåäèöè å ñõîäÿùà ðåäèöà),
ïîëó÷àâàìå, ÷å {an − bn} å ñõîäÿùà è ãðàíèöàòà è å a− b.

Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å îò ñõîäèìîñòòà íà {bn} ñëåäâà ñõîäè-
ìîñòòà íà {−bn}. Ôèêñèðàìå ε > 0. Ïîíåæå ðåäèöàòà {bn} å
ñõîäÿùà, òî ñúùåñòâóâà ν2 ∈ N òàêîâà, ÷å îò n > ν2 äà ñëåäâà
|bn − b| < ε. Òîãàâà ïðè n > ν2 å èçïúëíåíî:

|(−bn)− (−b)| = | − bn + b| = |bn − b| < ε,

ñ êîåòî äîêàçàõìå, ÷å −bn −→
n→∞

−b.

(â) Ïðåñìÿòàìå ïîñëåäîâàòåëíî

0 ≤ |an.bn − a.b| = |an.bn − an.b+ an.b− a.b|
≤ |an.bn − an.b|+ |an.b− a.b|
= |an.(bn − b)|++|(an − a).b|
≤ |an|.|bn − b|+ |an − a|.|b|.

Ïîíåæå {an} å ñõîäÿùà, òî è {|an|} å ñõîäÿùà è ñëåäîâàòåëíî
{|an|} e îãðàíè÷åíà. Ðåäèöàòà {cn} := {bn − b} å ñõîäÿùà è
êëîíè êúì b − b = 0 êàòî ðàçëèêà íà äâå ðåäèöè. Òîãàâà è
ðåäèöàòà {|cn|} å ñõîäÿùà è êëîíè êúì |0|. Ñëåäîâàòåëíî ïî
ñëåäñòâèå 1 |an|.|bn − b| −→

n→∞
0. Àíàëîãè÷íî |an − a|.|b| −→

n→∞
0.

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å |an|.|bn − b| + |an − a|.|b| êëîíè êúì 0 è
ñëåäîâàòåëíî

0 ≤ |an.bn − a.b| ≤ |an|.|bn − b|+ |an − a|.|b| −→
n→∞

0 (2)

Ïî ëåìàòà çà äâàìàòà ïîëèöàè ñëåäâà, ÷å |an.bn − a.b| −→
n→∞

0,

ò.å. an.bn å ñõîäÿùà è êëîíè êúì a.b.
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(ã) Ùå äîêàæåì, ÷å àêî b ̸= 0 è bn −→
n→∞

b, òî 1
bn

−→
n→∞

1
b
. Òî òîãàâà

îò ïðåäèøíèòå äîêàçàòåëñòâà ùå ñëåäâà:

an
bn

= an ·
1

bn
−→
n→∞

a · 1
b
=

a

b

è ñ òîâà òåîðåìàòà ùå å äîêàçàíà. Òúé êàòî b ̸= 0, ñëåäîâàòåëíî
|b| > 0.

i. Íåêà äà ðàçãëåäàìå ïúðâî ñëó÷àÿ b > 0. Òîãàâà ïðåñìÿòà-
ìå ïîñëåäîâàòåëíî:

0 ≤
∣∣∣∣ 1bn − 1

b

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣b− bn
bn · b

∣∣∣∣ = |bn − b|
|bn| · b

(3)

Òúé êàòî bn êëîíè êúì b > 0, òî òîãàâà îò íÿêàêúâ èíäåêñ
íàòàòúê âñè÷êè ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà ùå ñà ïîëîæèòåëíè.
Ïî-êîíêðåòíî íåêà äà ôèêñèðàìå ε2 ≤ b

2
. Òîãàâà ñúùåñò-

âóâà η2 ∈ N òàêîâà, ÷å îò n > η2 äà ñëåäâà

|bn − b| < b

2
⇔ − b

2
< bn − b <

b

2
⇔ b

2
< bn <

3b

2
.

Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å bn > b
2
> 0 å â ñèëà ïðè n > ν2.

Ñëåäîâàòåëíî 1
bn

< 2
b
å èçïúëíåíî ïðè n > ν2. Çàìåñòâàéêè

â (3), ïîëó÷àâàìå

0 ≤
∣∣∣∣ 1bn − 1

b

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣b− bn
bn · b

∣∣∣∣ = |bn − b|
|bn| · b

≤ 2

b2
|b− bn| =: dn

ïðè n > ν2. Íåêà äà îçíà÷èì ñ en ÷ëåíîâåòå íà ðåäèöàòà
dn, çà êîèòî å èçïúëíåíî n > ν2, ò.å. îò ðåäèöàòà dn ñìå
ïðåìàõíàëè ïúðâèòå ν2 ÷ëåíà. Òúé êàòî |b− bn| −→

n→∞
0, òî

è dn −→
n→∞

0 è ñëåäîâàòåëíî en −→
n→∞

0. Òàêà ïîëó÷àâàìå

0 ≤
∣∣∣∣ 1bn − 1

b

∣∣∣∣ ≤ en −→
n→∞

0 ∀n ∈ N.

È îò ëåìàòà çà äâàìàòà ìèëèöèîíåðè ñëåäâà, ÷å 1
bn

−→
n→∞

1
b
.

ii. Àíàëîãè÷íî, àêî b < 0. Îïèòàéòå ñå äà ãî äîêàæåòå ñàìè.

È òàêà ïîëè÷èõìå, ÷å ðåäèöàòà an
bn

å ñõîäÿùà è êëîíè êúì A
B
.

■

Ïîíÿêîãà äóìàòà ½êëîíè� ñå èçïîëçâà è ïî îòíîøåíèå íà ðåäèöè, êîèòî
ñà ðàçõîäÿùè. Oêàçâà ñå óäîáíî äà ñå âúâåäå ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ:
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Îïðåäåëåíèå 4.11: Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà an êëîíè êúì +∞ (áåëå-
æèì ñ lim

n→+∞
an = +∞), àêî çà âñÿêî ÷èñëî M ñúùåñòâóâà ν òàêîâà, ÷å

îò n > ν äà ñëåäâà an > M .
Èëè ñ äóìè ïðîñòè � êîëêîòî è ãîëÿìî ÷èñëîM äà èçáåðåì, òî áåçáðîé

ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà ùå ñà ïî-ãîëåìè îò íåãî.

Ïðèìåð 4.17: Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà an = n. Òàçè ðåäèöà êëîíè
êúì +∞. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. ñúùåñòâóâà ÷èñëî M > 0, òàêîâà
÷å an ≤ M . Äà ðàçãëåäàìå ÷èñëîòî ⌈M⌉ (êîåòî îçíà÷àâà íàé-ìàëêîòî
öÿëî ÷èñëî ïî-ãîëÿìî îò M). Òî ⌈M⌉ å ÷ëåí îò {an} è ⌈M⌉ ≥ M . Òà-
êà äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî äîêàçàõìå, ÷å ðåäèöàòà
êëîíè êúì +∞.

Îïðåäåëåíèå 4.12: Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà an êëîíè êúì −∞ (áåëå-
æèì ñ lim

n→+∞
an = −∞), àêî çà âñÿêî ÷èñëî M ñúùåñòâóâà ν òàêîâà, ÷å

îò n > ν äà ñëåäâà an < M .

Ïðèìåð 4.18: Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà an = −5n. Òàçè ðåäèöà êëîíè
êúì −∞. Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî íà ïðåäíèÿ ïðèìåð.

Òåîðåìà 4.1: Íåêà å äàäåíà ðåäèöàòà an, êàòî an > 0 çà âñÿêî n. Äà

îáðàçóâàìå ðåäèöàòà bn = 1
an
. Òîãàâà àêî

1. lim
n→+∞

an = 0, òî lim
n→+∞

1
an

= +∞

2. lim
n→+∞

an = +∞, òî lim
n→+∞

1
an

= 0

Äîêàçàòåëñòâî:

1. Íåêà å èçïúëíåíî lim
n→+∞

an = 0. Äà èçáåðåì åäíî ïðîèçâîëíî ïîëî-

æèòåëíî ÷èñëî A. Àêî ε = 1
A
, òî ïî äåôèíèöèÿòà çà ñõîäÿùà ðåäèöà

ñúùåñòâóâà ν, òàêîâà ÷å ïðè n > ν èìàìå |an − 0| < ε = 1
A
, ò.å. ïî-

ëó÷èõìå an < 1
A
. Ñëåäîâàòåëíî A < 1

an
ïðè n > ν. Òîâà îçíà÷àâà,

÷å lim
n→+∞

1
an

= +∞.
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2. Íåêà å èçïúëíåíî lim
n→+∞

an = +∞. Äà èçáåðåì åäíî ïðîèçâîëíî

ïîëîæèòåëíî ÷èñëî A. Àêî ε = 1
A
, òî ïî äåôèíèöèÿòà çà ðåäèöà,

êëîíÿùà êúì +∞ ñúùåñòâóâà ν òàêîâà, ÷å îò n > ν äà ñëåäâà
an > A. Òàêà ïîëó÷èõìå an > 1

ε
è ñëåäîâàòåëíî∣∣∣∣ 1an − 0

∣∣∣∣ = 1

an
< ε

ïðè n > ν. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å lim
n→+∞

1
an

= 0. ■

Òåîðåìà 4.2: Íåêà å äàäåíà ðåäèöàòà an, êàòî an < 0 çà âñÿêî n. Äà

îáðàçóâàìå ðåäèöàòà bn = 1
an
. Òîãàâà àêî

1. lim
n→+∞

an = 0, òî lim
n→+∞

1
an

= −∞

2. lim
n→+∞

an = −∞, òî lim
n→+∞

1
an

= 0

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî íà ïðåäèøíîòî.
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