
3.×èñëîâè ôóíêöèè, ãðàôèêè. Îáðàòíî

èçîáðàæåíèå

Îïðåäåëåíèå 3.1: Èçîáðàæåíèå φ îò ìíîæåñòâîòî X â ìíîæåñòâîòî
Y íàðè÷àìå ïðàâèëî, ïî êîåòî íà âñÿêî x îò X ñå ñúïîñòàâÿ òî÷íî åäèí
åëåìåíò y îò Y . Ìíîæåñòâîòî X ñå íàðè÷à äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî çà
φ, åëåìåíòúò y � îáðàç íà åëåìåíòà x ïðè èçîáðàæåíèåòî φ (÷åñòî ñå
îçíà÷àâà ñ y = f(x)), a åëåìåíòúò x � ïúðâîîáðàç íà y ïðè èçîáðàæåíè-
åòî φ. ×åñòî èçîáðàæåíèÿòà ñå îçíà÷àâàò ÷ðåç φ(x), φ : X → Y , êúäåòî
φ(x) å êîíêðåòíîòî ïðàâèëî çà ïðåñìÿòàíå íà ôóíêöèÿòà.
Çàáåëåæêà 1: Àêî X è Y ñà ÷èñëîâè ìíîæåñòâà, îáèêíîâåíî âìåñòî îá-
ùèÿ òåðìèí ½èçîáðàæåíèå� ñå èçïîëçâà ½ôóíêöèÿ�. Òîãàâà ïðîìåíëèâàòà
x ñå íàðè÷à àðãóìåíò íà ôóíêöèÿòà, à åëåìåíòúò y = f(x) � ñòîéíîñò íà
ôóíêöèÿòà f ïðè äàäåíà ñòîéíîñò íà àðãóìåíòà x.
Çàáåëåæêà 2: Òàçè äåôèíèöèÿ å èíòóèòèâíà, òúé êàòî ½ïðàâèëî� íå å
ôîðìàëíî äåôèíèðàíà.
Çàáåëåæêà 3: Îò åäíà ñòðàíà çà âñÿêî x ∈ X ìîæåì äà ïðåñìåòíåì
íåãîâèÿ îáðàç ïî åäèíñòâåí íà÷èí. Îò äðóãà ñòðàíà å âúçìîæíî âñåêè
åëåìåíò y å âúçìîæíî äà èìà 0, 1 èëè ïîâå÷å îò åäèí ïúðâîîáðàç.

Îñíîâíèòå ôóíêöèè, èçó÷àâàíè â ó÷èëèùå, ñà

� ïîëèíîì îò ñòåïåí n:

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a0, f : R → R,

êúäåòî an ̸= 0;

� ïîêàçàòåëíà ôóíêöèÿ:

f(x) = ax, f : R → (0,∞),

êúäåòî a > 0, a ̸= 1;
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� ëîãàðèòìè÷íà ôóíêöèÿ:

f(x) = loga x, f : (0,∞) → R,

êúäåòî a > 0, a ̸= 1;

� òðèãîíîìåòðè÷íè ôóíêöèè. Ïðèìåðè çà òðèãîíîìåòðè÷íè ôóíêöèè
ñà sinx, cosx, tg x, cotgx.

Ïðèìåð 3.1: Ïðåñìåòíåòå ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà

f(x) = x2, f : R → R

ïðè x = 1, x = 5 è x = 0. ßñíî å, ÷å f(1) = 1× 1 = 1, f(5) = 5× 5 = 25,
f(2.5) = 0× 0 = 0.

Îïðåäåëåíèå 3.2: Ìíîæåñòâîòî îò îáðàçèòå íà âñè÷êè åëåìåíòè â X
ñå íàðè÷à ìíîæåñòâî îò ôóíêöèîíàëíèòå ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà f è
áåëåæèì ñ Imf èëè ñ f(X).

Ïîðàäè ïî-ãîðíèòå ñúæäàíèÿ ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å Imf ⊂ Y .

Îïðåäåëåíèå 3.3: Äàäåíà å ôóíêöèÿ f : X → Y . Íåêà Z ⊂ X. Òî-
ãàâà ôóíêöèÿòà f : Z → Y ùå íàðè÷àìå ðåñòðèêöèÿ (îãðàíè÷åíèå) íà
ôóíêöèÿòà f âúðõó Z è ùå áåëåæèì ñ f |Z .

Ïðèìåð 3.2: Ïðåñìåòíåòå ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà

g(x) = x2, g : N → N

ïðè x = 1, x = 5 è x = 0. ßñíî å, ÷å g(1) = 1, g(5) = 25. Îáúðíå-
òå âíèìàíèå, ÷å 0 íå å îò äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ôóíêöèÿòà è
ïîðàäè òîâà ôóíêöèÿòà íe å äåôèíèðàíà çà x = 0. Ôóíêöèÿòà g å ðåñò-
ðèêöèÿ íà f âúðõó ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà. Ìíîæåñòâîòî îò
ôóíêöèîíàëíèòå ñòîéíîñòè íà g å [0,+∞).

Ãåîìåòðè÷íî ôóíêöèèòå ñå ïðåäñòàâÿò ÷ðåç ñâîèòå ãðàôèêè:

Îïðåäåëåíèå 3.4: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f íàðè÷àìå ñúâêóïíîñòòà
îò òî÷êè (x, f(x)) â X × Y , êúäåòî x ∈ X, f(x) ∈ Y .
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Ïðèìåð 3.3: Ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = x, f : R → R å
ïðåäñòàâåíà ïî-äîëó:

Ïðèìåð 3.4: Íåêà äà íà÷åðòàåì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) =
x2, f : R → R:

Îïðåäåëåíèå 3.5: Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f å èíåêöèÿ, àêî îò òîâà
÷å x1 ̸= x2 ñëåäâà f(x1) ̸= f(x2).
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Ïî-ïðîñòè÷êî, àêî f å èíåêòèâíà, òî ðàçëè÷íè àðãóìåíòè x îòèâàò â
ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè y. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å êúì âñåêè åëåìåíò y îò Y èìà
íàé-ìíîãî 1 ïúðâîîáðàç.

Ïðèìåð 3.5: f(x) = x(x− 2), f : R → R íå å èíåêöèÿ, çàùîòî
f(0) = 0 = f(2).

Ïðèìåð 3.6: f(x) = x, f : R → R å èíåêöèÿ, çàùîòî àêî x1 ̸= x2, òî
f(x1) = x1 ̸= x2 = f(x2).

Îïðåäåëåíèå 3.6: Êàçâàìå, ÷å f å ñþðåêöèÿ, àêî ∀y ∈ Y ∃x ∈ X :
f(x) = y.

Àêî f å ñþðåêöèÿ, òî âñåêè åëåìåíò y îò Y èìà ïîíå 1 ïúðâîîáðàç
(Imf = Y ).

Ïðèìåð 3.7: Ôóíêöèÿòà f(x) = x(x− 2), f : R → R íå å ñþðåêöèÿ,

çàùîòî âúðõúò íà ïàðàáîëàòà å â − b
2a

= 2
2
= 1 è ìèíèìàëíàòà ñòîéíîñò

íà f(x) å f(1)=-1, ò.å. íå å âúçìîæíî äà ïîëó÷èì ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà,
ïî-ìàëêè îò −1.

Ïðèìåð 3.8: f(x) = x, f : R → R å ñþðåêöèÿ, çàùîòî êàêâoòî è y
äà èçáåðåì, âèíàãè ùå ñúùåñòâóâà x òàêîâà, ÷å f(x) = y.

Îïðåäåëåíèå 3.7: Êàçâàìå, ÷å f å áèåêöèÿ, àêî å èíåêöèÿ è ñþðåê-
öèÿ.

Ïðèìåð 3.9: Î÷åâèäíî å, ÷å f(x) = x, f : R → R å áèåêöèÿ (äîêà-
çàõìå â ïðåäíèòå ïðèìåðè, ÷å å èíåêöèÿ è ñþðåêöèÿ).

Îïðåäåëåíèå 3.8: Îáðàòíàòà íà ôóíêöèÿòà f : X → Y ñå íàðè÷à
ôóíêöèÿòà, êîÿòî ñúïîñòàâÿ íà âñåêè åëåìåíò y ∈ Y òî÷íî åäèí åëåìåíò
x ∈ X ïî ïðàâèëîòî f−1(y) = x. Ïèøåì f−1 : Y → X.

Çàáåëåæêà: Çà äà áúäå ôóíêöèÿòà f îáðàòèìà, å íåîáõîäèìî f äà å
áèåêòèâíà.
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� Àêî åäíà ôóíêöèÿ íå å èíåêòèâíà, òî ðàçëè÷íè x íÿìà äà îòèâàò â
ðàçëè÷íè y. Àêî îáúðíåì åäíà òàêîâà ôóíêöèÿ, íèå âñúùíîñò íÿìà
äà ïîëó÷èì ôóíêöèÿ, çàùîòî ïðè åäíî è ñúùî y ìîæåì äà ïîëó÷èì
ðàçëè÷íè x, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà äåôèíèöèÿòà íà ôóíêöèÿ.

� Àêî åäíà ôóíêöèÿ íå å ñþðåêòèâíà, òî íÿìà äà å âúçìîæíî çà âñÿ-
êî y îò Y äà íàìåðèì x îò X, òàêîâà ÷å y = f(x). Aêî ñå îïèòàìå
äà íàìåðèì îáðàòíàòà íà òàêàâà ôóíêöèÿ, íÿìà äà ïîëó÷èì ôóí-
êöèÿ, çàùîòî ïî îïðåäåëåíèåòî çà ôóíêöèÿ òðÿáâà íà âñÿêî y äà
ñúîòâåòñòâà ïîíå åäíî x, à â ñëó÷àÿ íÿìà äà å òàêà.1

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ñâîéñòâà çà îáðàòíè ôóíêöèè:

f−1(f(x)) = x ∀x ∈ X

f(f−1(y)) = y ∀y ∈ Y

Ïðèìåð 3.10: Íåêà äà ðàçãëåäàìå ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) =
x2, f : R → R:

Îò íåÿ å âèäíî, ÷å

1Ìåæäó äðóãîòî ñúùåñòâóâàò äåôèíèöèè çà ëÿâ îáðàòåí è äåñåí îáðàòåí íà äàäåíà

ôóíêöèÿ, êàòî åäíîòî ñúùåñòâóâà òî÷íî çà èíåêöèèòå, à äðóãîòî � çà ñþðåêöèèòå.

Òîãàâà îáðàòíàòà ôóíêöèÿ íà áèåêöèÿ å åäíîâðåìåííî ëÿâ îáðàòåí è äåñåí îáðàòåí.

Íà òîçè âúïðîñ íÿìà äà ñå ñïèðàìå ïîäðîáíî.
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1. y ≥ 0 ∀x ∈ X, ò.å. çà äà áúäå èçîáðàæåíèåòî ñþðåêöèÿ áè òðÿá-
âàëî ìíîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà äà áúäå [0,+∞).
Ïîñëåäíîòî ñëåäâà îò îïðåäåëåíèåòî çà ñþðåêöèÿ.

2. ôóíêöèÿòà íå å èíåêöèÿ. Òîâà ìîæå äà ñå çàêëþ÷è ìíîãî ëåñíî, êà-
òî ñå íà÷åðòàÿò ïðàâè, óñïîðåäíè íà àáöèñíàòà îñ (ò.å. y = const).
Àêî ôóíêöèÿòà å èíåêöèÿ, âñÿêà òàêàâà ïðàâà òðÿáâà íàé-ìíîãî
âåäíúæ äà ïðåñè÷à ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà (ïîñëåäíîòî ñëåäâà
äèðåêòíî îò îïðåäåëåíèåòî çà èíåêöèÿ). Â ðàçãëåæäàíèÿ ñëó÷àé
î÷åâèäíî òîâà íå å âÿðíî. Ñåãà âúçíèêâà âúïðîñúò ìîæåì ëè äà
êîíñòðóèðàìå èíåêòèâíà ôóíêöèÿòà, êîÿòî äà ñå áàçèðà íà f? Çà
äà íàïðàâèì òîâà, òðÿáâà äà ½íàìàëèì� äåôèíèöèîííàòà îáëàñò,
òàêà ÷å ïðàâèòå, óñïîðåäíè íà àáöèñàòà, äà íå ïðåñè÷àò ïîâå÷å îò
âåäíúæ ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà, êàòî ïî òîçè íà÷èí ùå ïîëó-
÷èì äðóãà ôóíêöèÿ. Ëåñíî ìîæå äà ñå ñúîáðàçè, ÷å àêî ìàõíåì
èçöÿëî ÷àñòòà îò ãðàôèêà íàëÿâî îò îðäèíàòàòà, ùå ïîëó÷èì èíåê-
öèÿ. Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å ïîëó÷åíàòà ôóíêöèÿ f(x) = x2, f :
[0,+∞) → [0,+∞) å èíåêöèÿ ÷ðåç îïðåäåëåíèåòî çà èíåêöèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà x1 ̸= x2 è x1, x2 ∈ [0,+∞), òîãàâà òðÿá-

âà äà ïðîâåðèì äàëè å èçïúëíåíî f(x1) = x2
1

?
= x2

2 = f(x2). Äà
äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. ÷å ñúùåñòâóâàò ðàçëè÷íè x1, x2, çà êî-
èòî å â ñèëà ðàâåíñòâîòî f(x1) = x2

1 = x2
2 = f(x2). Ñëåäîâàòåë-

íî 0 = x2
1 − x2

2 = (x1 − x2)(x1 + x2). Íî x1 ̸= x2 âëå÷å óñëî-
âèåòî x1 + x2 = 0. Îò òóê ñëåäâà, ÷å x1 = x2 = 0 (òúé êàòî
x1, x2 ∈ [0,+∞)), êîåòî å â ïðîòèâîðå÷èå ñ x1 ̸= x2. Òàêà ïîëó÷àâà-
ìå, ÷å f(x1) = x2

1 ̸= x2
2 = f(x2) çà x1 ̸= x2, ò.å. f(x) = x2, x ∈ [0,+∞)

å èíåêòèâíà ôóíêöèÿ.

Çàáåëåæêà: Àêî ìàõíåì èçöÿëî ÷àñòòà îò ãðàôèêàòà íàäÿñíî îò
îðäèíàòàòà, ùå ñå ïîëó÷è äðóãà áèåêöèÿ.

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x) = x2, f : [0,+∞) → [0,+∞) å áèåê-
öèÿ. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà äåôèíèðàìå íåéíàòà îáðàòíàòà ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí: f−1(y) =

√
y, f−1 : [0,+∞) → [0,+∞).

Íåêà äà íà÷åðòàåì ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå f è f−1 â åäíà êîîðäè-
íàòíà ñèñòåìà:
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Ãðàôèêàòà íà f(x) ñå äåôèíèðà êàòî ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè (x, f(x)), à
ãðàôèêàòà íà îáðàòíàòà � êàòî ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè (x, f−1(x)), êúäåòî
x, f(x), f−1(x) ∈ [0,+∞). Àêî òî÷êàòà (x∗, f(x∗)) ïðèíàäëåæè íà ãðàôè-
êàòà íà f , òî òî÷êàòà (f(x∗), x∗) ïðèíàäëåæè íà ãðàôèêàòà íà îáðàòíàòà
(ôîðìàëíî çà òî÷êàòà ñ îðäèíàòà x∗, êîÿòî ëåæè íà ãðàôèêàòà íà îá-
ðàòíàòà, å èçïúëíåíî, ÷å x∗ = y = f−1(x) èëè åêâèâàëåíòíî x = f(x∗)).
Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å òî÷êèòå (x, f(x)) è (f(x), x) ëåæàò íà ïðàâà, óñïî-
ðåäíà íà úãëîïîëîâÿùàòà íà âòîðè è ÷åòâúðòè êâàäðàíò. Ñëåäîâàòåëíî
òå ñà îñåâîñèìåòðè÷íè ñïðÿìî úãëîïîëîâÿùàòà íà ïúðâè è òðåòè êâàä-
ðàíò.

Ïðèìåð 3.11(Sign function): Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà sgn(x) :
R → {−1, 0, 1}, êîÿòî ñå äåôèíèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

sgn(x) =


−1, àêî x < 0,

0, àêî x = 0,

1, àêî x > 0.

Òàçè ôóíêöèÿ ïîêàçâà çíàêà íà äàäåíî ÷èñëî è íåéíàòà ãðàôèêà èçãëåæ-
äà òàêà:
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Ïðîâåðåòå ñàìè, ÷å ôóíêöèÿòà å ñþðåêòèâíà, íî íå å èíåêòèâíà.

Ïðèìåð 3.12(Ôóíêöèÿ íà Äèðèõëå): Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà
D : R → {0, 1}, êîÿòî å äåôèíèðàíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

D1(x) =

{
1, àêî x ∈ Q,

0, àêî x ∈ I,

Ñòîéíîñòòà íà òàçè ôóíêöèÿ ïîêàçâà äàëè äàäåíî ðåàëíî ÷èñëî å ðàöè-
îíàëíî èëè å èðàöèîíàëíî. ßñíî å, ÷å ôóíêöèÿòà D1 å ñþðåêòèâíà, íî
òÿ íå å èíåêòèâíà, òúé êàòî D1(1) = D1(2) = 1. Íåâúçìîæíî å äà ñå
íà÷åðòàå ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà D1.

Ïðèìåð 3.13(Ìîäèôèöèðàíà ôóíêöèÿ íà Äèðèõëå): Äà ðàç-
ãëåäàìå ôóíêöèÿòà D1 : [0, 1] → [0, 1]:

D(x) =

{
x àêî x ∈ Q,

1− x àêî x ∈ I,

Òàçè ôóíêöèÿ ïîêàçâà äàëè äàäåíî ðåàëíî ÷èñëî å ðàöèîíàëíî èëè å
èðàöèîíàëíî. Îòíîâî å ÿñíî, ÷å ôóíêöèÿòà D å ñþðåêòèâíà. Íî äàëè òÿ
å èíåêòèâíà?

1. Àêî x1 ∈ Q, x2 ∈ Q è x1 ̸= x2, òîãàâà ïîëó÷àâàìå D(x1) = x1 ̸= x2 =
D(x2), ò.å. D å èíåêòèâíà â òîçè ñëó÷àé.
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2. Àêî x1 ∈ I, x2 ∈ I è x1 ̸= x2, òîãàâà ïîëó÷àâàìå D(x1) = 1 − x1 ̸=
1− x2 = D(x2), ò.å. D å èíåêòèâíà è âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé

3. Àêî x1 ∈ Q, x2 ∈ I è x1 ̸= x2, òîãàâà òðÿáâà äà ïðîâåðèì äàëè å
èçïúëíåíî ñëåäíîòî: D(x1) ̸= D(x2). Ïðåñìÿòàìå ïîñëåäîâàòåëíî
D(x1) = x1 ∈ Q, D(x2) = 1−x2 ∈ I. Òúé êàòî I∩Q = ∅, ïîëó÷àâàìå
D(x1) ̸= D(x2). Îò êúäåòî ñëåäâà èíåêòèâíîñò è â òîçè ñëó÷àé.

Îò òåçè ðàçãëåæäàíèÿ çàêëþ÷àâàìå, ÷å D å áèåêöèÿ.
Îñòàâà äà íàìåðèì îáðàòíàòà íà D. Íåêà ñ D|Q äà îáîçíà÷èì ðåñò-

ðèêöèÿòà íà D âúðõó ìíîæåñòâîòî Q[0, 1] (ìíîæåñòâîòî îò ðàöèîíàëíèòå
÷èñëà â èíòåðâàëà [0, 1]). Òîãàâà D|Q(x) = x. ßñíî å îò ïðåäèøíèòå äîêà-
çàòåëñòâà, ÷å D|Q(x) = x å áèåêòèâíà. Òîãàâà îáðàòíàòà �è å D−1|Q(y) = y.

Àíàëîãè÷íî ðàçãëåæäàìå ðåñòðèêöèÿòà íàD âúðõó ìíîæåñòâîòî I[0, 1]
(ìíîæåñòâîòî íà èðàöèîíàëíèòå ÷èñëà â èíòåðâàëà [0, 1]). Òîãàâà D|I å
áèåêòèâíà è îáðàòíàòà è å D−1(y) = x = 1 − y. Òàêà îêîí÷àòåëíî çà
îáðàòíàòà íà D ïîëó÷èõìå:

D−1(y) =

{
y, àêî y ∈ Q,

1− y, àêî y ∈ I.

Êàêòî âåðîÿòíî ñå äîñåùàòå, å íåâúçìîæíî äà ñå íà÷åðòàå ãðàôèêàòà
íà òàçè ôóíêöèÿ.

Îáðàòíè òðèãîíîìåòðè÷íè ôóíêöèè Ðàçãëåæäàìå åäèíè÷íà îêðúæ-
íîñò ñ öåíòúð Î â îðòîíîðìèðàíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà Oxy. Íåêà P e

òî÷êà îò îêðúæíîñòòà, à α å úãúëúò ìåæäó
−→
OP è ïîëîæèòåëíàòà ïîñîêà

íà oñòà Ox, èçìåðåí â ðàäèàíè, ò.å.
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Òîãàâà:

1. x-êîîðäèíàòàòà íà ò. P ñå íàðè÷à êîñèíóñ îò α (ïèøåì cos(α));

2. y-êîîðäèíàòàòà íà ò. P ñå íàðè÷à ñèíóñ îò α (ïèøåì sin(α));

3. ÷èñëîòî sin(α)
cos(α)

ñå íàðè÷à òàíãåíñ îò α (ïèøåì tg(α));

4. ÷èñëîòî cos(α)
sin(α)

ñå íàðè÷à êîòàíãåíñ îò α (ïèøåì cot(α)).

Ñåãà ùå äåôèíèðàìå ïîîòäåëíî îáðàòíèòå ôóíêöèè íà òðèãîíîìåò-
ðè÷íèòå:

1. sin : R → [−1, 1]

Îò íà÷èíà íà äåôèíèðàíå íà sin ñå âèæäà, ÷å òÿ å ñþðåêòèâíà
ôóíêöèÿ. Íî î÷åâèäíî, ÷å íå å èíåêòèâíà, çàùîòî

sin(0) = sin(π) = sin(2π) = ... = 0.
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Ðàçãëåæäàìå ðåñòðèêöèÿòà íà sin âúðõó èíòåðâàëà [−π
2
,+π

2
] (â òå-

çè ãðàíèöè sin ïðîáÿãâà âñè÷êè ñòîéíîñòè â èíòåðâàëà [−1, 1] áåç
ïîâòîðåíèå). Òîãàâà sin|[−π

2
,+π

2
] å áèåêöèÿ è ïîðàäè òîâà ìîæåì äà

íàìåðèì íåéíàòà îáðàòíà ôóíêöèÿ, êîÿòî îáèêíîâåíî ñå áåëåæè ñ
arcsin : [−1, 1] → [−π

2
,+π

2
].

Oò ñâîéñòâàòà íà îáðàòíèòå ôóíêöèè ïîëó÷àâàìå, ÷å:

arcsin(sin(x)) = x ∀x ∈
[
−π

2
,+

π

2

]
sin(arcsin(y)) = y ∀y ∈ [−1;+1]

2. cos : R → [−1, 1]
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Îò íà÷èíà íà äåôèíèðàíå íà cos ñå âèæäà, ÷å òÿ å ñþðåêòèâíà
ôóíêöèÿ, íî íå å èíåêòèâíà (çàùî?).

Ðàçãëåæäàìå ðåñòðèêöèÿòà íà cos âúðõó èíòåðâàëà [0, π]. Òîãàâà
cos|[0,π] å áèåêöèÿ è ïîðàäè òîâà ìîæåì äà íàìåðèì íåéíàòà îáðàòíà
ôóíêöèÿ, êîÿòî îáèêíîâåíî ñå áåëåæè ñ arccos : [−1, 1] → [0, π].

Oò ñâîéñòâàòà íà îáðàòíèòå ôóíêöèè ïîëó÷àâàìå, ÷å:

arccos(cos(x)) = x ∀x ∈ [0, π]

cos(arccos(y)) = y ∀y ∈ [−1;+1]

3. tg : R → R
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Ôóíêöèÿòà tg å ñþðåêòèâíà ôóíêöèÿ, íî íå å èíåêòèâíà.

Ôóíêöèÿòà tg|(−π
2
,π
2 )

å áèåêöèÿ è ïîðàäè òîâà ìîæåì äà íàìåðèì

íåéíàòà îáðàòíà ôóíêöèÿ, êîÿòî îáèêíîâåíî ñå áåëåæè ñ arctg :
R →

(
−π

2
; +π

2

)
.

Oò ñâîéñòâàòà íà îáðàòíèòå ôóíêöèè ïîëó÷àâàìå, ÷å:

arctg(tg(x)) = x ∀x ∈
(
−π

2
;+

π

2

)
tg(arctg(y)) = y ∀y ∈ R

4. cotg : R → R

Îò íà÷èíà íà äåôèíèðàíå íà cotg ñå âèæäà, ÷å òÿ å ñþðåêòèâíà
ôóíêöèÿ. Íî î÷åâèäíî, ÷å íå å èíåêòèâíà.
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Ðàçãëåæäàìå ðåñòðèêöèÿòà íà cotg âúðõó èíòåðâàëà (0, π), êîÿòî
ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å å áèåêöèÿ. Ïîðàäè òîâà ìîæåì äà íàìåðèì
íåéíàòà îáðàòíà ôóíêöèÿ, êîÿòî îáèêíîâåíî ñå áåëåæè ñ arccotg :
R → (0, π).

Oò ñâîéñòâàòà íà îáðàòíèòå ôóíêöèè ïîëó÷àâàìå, ÷å:

arccotg(cotg(x)) = x ∀x ∈ (0, π)

cotg(arccotg(y)) = y ∀y ∈ R

Èñêàì äà ïîä÷åðòàÿ, ÷å òàêà äåôèíèðàíèòå îáðàòíè òðèãîíîìåòðè÷íè
ôóíêöèè ñà ñàìî åäíà îò ìíîãîáðîéíèòå âúçìîæíîñòè çà äåôèíèðàíåòî
èì.
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Òâúðäåíèå 3.1: arctg(x) + arccotg(x) = π
2

Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà α = arctg(x) ïðè α ∈
(
−π

2
; +π

2

)
.

Òîãàâà

arccotg(x) = arccotg(tgα) = arccotg
(
cotg

(π
2
− α

))
.

Ïîíåæå α ∈ (−π
2
; +π

2
), òî ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî:

−π

2
< α < +

π

2

−π

2
< −α < +

π

2

0 <
π

2
− α < π

Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ïðèëîæèì âòîðîòî îñíîâíî ñâîéñòâî çà arccotg
è çàêëþ÷âàìå

arccotg(x) = arccotg
(
cotg

(π
2
− α

))
=

π

2
− α

Ïî òîçè íà÷èí äîñòèãàìå äî èçâîäà:

arctg(x) + arccotg(x) = α +
π

2
− α =

π

2
.

■

Îïðåäåëåíèå 3.9: Äàäåíè ñà ôóíêöèèòå f : X → Y, g : Y → Z.
Ôóíêöèÿòà h : X → Z, çàäàäåíà ïî ïðàâèëîòî:

h(x) = g(f(x))

ñå íàðè÷à ñëîæíà ôóíêöèÿ.
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