
26.Òåîðåìà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè

Òåîðåìà 26.1: Íåêà f(x) è g(x) ñà èíòåãðóåìè â èíòåðâàëa [a, b] è
g(x) íå ñìåíÿ çíàêà ñè â [a, b]. Òîãàâà àêî m = inf

[a,b]
f(x), M = sup

[a,b]

f(x), òî

ñúùåñòâóâà µ ∈ [m,M ], òàêîâà ÷å

b∫
a

f(x)g(x)dx = µ

b∫
a

g(x)dx.

Äîêàçàòåëñòâî:

Ïðåäè äà çàïî÷íåì ñúñ ñàìîòî äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà äà äàäåì ìàë-
êî ðàçÿñíåíèÿ ïî ôîðìóëèðîâêàòà:

1. Òúé êàòî f(x) å èíòåãðóåìà â [a, b], òî òÿ å îãðàíè÷åíà â [a, b]. Òîãàâà
ùå ñúùåñòâóâàò êðàéíè ÷èñëà m è M , òàêèâà ÷å m = inf

[a,b]
f(x),

M = sup
[a,b]

f(x). Êàòî î÷åâèäíî m < M ò.å. [m,M ] ùå áúäå êðàåí

çàòâîðåí èíòåðâàë.

2. Òúé êàòî f(x) è g(x) ñà èíòåãðóåìè â èíòåðâàëa [a, b], òî f(x)g(x)
ñúùî å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëa [a, b]( ïîñëåäíàòà òåîðåìà îò ïðå-
äèøíàòà òåìà ).

A ñåãà êúì äîêàçàòåëñòâîòî.

1. Íåêà g(x) ≥ 0 â [a, b]. Ïîíåæå m ≤ f(x) ≤ M , òî êàòî óìíîæèì
íåðàâåíñòâîòî ñ g(x) ≥ 0 ïîëó÷àâàìå:

mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤ Mg(x)
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Òúé êàòî âñÿêà åäíà îò ôóíêöèèòå mg(x), f(x)g(x), Mg(x) e èíòåã-
ðóåìà â [a, b] êàòî ïðîèçâåäåíèå íà èíòåãðóåìè ôóíêöèè â [a, b] è
òâúðäåíèÿòà çà èíòåãðèðàíå íà íåðàâåíñòâà ïîëó÷àâàìå:

b∫
a

mg(x)dx ≤
b∫
a

f(x)g(x)dx ≤
b∫
a

Mg(x)dx

m
b∫
a

g(x)dx ≤
b∫
a

f(x)g(x)dx ≤ M
b∫
a

g(x)dx

Ïîíåæå g(x) ≥ 0 çà âñÿêî x ∈ [a, b], òî òîãàâà
b∫
a

g(x)dx ≤ 0. Ñåãà ùå

ðàçãëåäàìå 2 ñëó÷àÿ:

(à)
b∫
a

g(x)dx = 0, òî òîãàâà çà íåðàâåíñòâîòî ïîëó÷àâàìå:

m
b∫
a

g(x)dx ≤
b∫
a

f(x)g(x)dx ≤ M
b∫
a

g(x)dx

m ≤

b∫
a

f(x)g(x)dx

b∫
a

g(x)dx

≤ M

Íåêà äà îçíà÷èì µ =

b∫
a
f(x)g(x)dx

b∫
a
g(x)dx

. Òîãàâà m < µ < M è:

µ

b∫
a

g(x)dx =

b∫
a

f(x)g(x)dx

b∫
a

g(x)dx

b∫
a

g(x)dx =

b∫
a

f(x)g(x)dx

2. Íåêà g(x) ≤ 0 â [a, b]. Âòîðèÿò ñëó÷àé ñå äîêàçâà àíàëîãè÷íî íà
ïúðâèÿ.■

Ñëåäñòâèå 26.1: Àêî f(x) å íåïðåêúñíàòà â [a, b], à g(x) e èíòåãðóåìà
è íå ñìåíÿ çíàêà ñè, òî ñúùåñòâóâà ξ ∈ [a, b], òàêîâà ÷å

b∫
a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

b∫
a

g(x)dx.
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Äîêàçàòåëñòâî:

Òúé êàòî f(x) å íåïðåêúñíàòà â [a, b], òî f(x) å èíòåãðóåìà â [a, b]. Òîãàâà
àêî m = inf

[a,b]
f(x), M = sup

[a,b]

f(x), òî îò ïðåäèøíàòà òåîðåìà ïîëó÷àâàìå,

÷å ñúùåñòâóâà µ ∈ [m,M ], òàêîâà ÷å:

b∫
a

f(x)g(x)dx = µ

b∫
a

g(x)dx.

Íî ïîíåæå f(x) å íåïðåêúñíàòà â [a, b], òî òÿ ïðèåìà âñè÷êè ñòîéíîñòè
ìåæäó m = inf

[a,b]
f(x) è M = sup

[a,b]

f(x), ò.å. ñúùåñòâóâà ξ ∈ [a, b], òàêîâà ÷å

f(ξ) = µ è òàêà ïîëó÷èõìå:

b∫
a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

b∫
a

g(x)dx.■

Ñëåäñòâèå 26.2: Àêî f(x) å íåïðåêúñíàòà â êðàéíèÿ çàòâîðåí èíòåð-
âàë [a, b], òî ñúùåñòâóâà ïîíå 1 òî÷êà ξ ∈ [a, b], òàêàâà ÷å:

b∫
a

f(x)dx = f(ξ)(b− a).

Òîâà ñëåäñòâèå å èçâåñòíî îùå ïîä èìåòî Òåîðåìàòà çà ñðåäíèòå ñòîé-
íîñòè.

Äîêàçàòåëñòâî:

Èçïîëçâàìå ïðåäèøíîòî ñëåäñòâèå êàòî âçèìàìå g(x) = 1 ( g(x) å èíòåã-
ðóåìà â (−∞,+∞) è g(x) íå ñìåíÿ çíàêà ñè â (−∞,+∞)), òàêà ïîëó÷à-
âàìå:

b∫
a

f(x)1dx = f(ξ)

b∫
a

1dx = f(ξ)(b− a).■
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Ñëåäñòâèå 26.3: Íåêà f(x) å èíòåãðóåìà â [a, b] è x ∈ [a, b]. Äà îçíà-

÷èì F (x) =
x∫
a

f(t)dt. Òîãàâà F (x) å íåïðåêúñíàòà â [a, b].

Äîêàçàòåëñòâî:

Ïîíåæå f(x) å èíòåãðóåìà â [a, b] ñëåäîâàòåëíî f(x) å è îãðàíè÷åíà â
[a, b] ò.å. ñúùåñòâóâà ÷èñëî K, òàêîâà ÷å |f(x)| ≤ K. Äà ôèêñèðààìå
òî÷êà x0 ∈ [a, x] òîãàâà ïîëó÷àâàìå:

F (x)− F (x0) =

x∫
a

f(t)dt−
x0∫
a

f(t)dt =

x∫
x0

f(t)dt = µ(x− x0), (1)

êúäåòî µ ∈ [inf
[a,b]

f(x), sup
[a,b]

f(x)]. Òúé êàòî f(x) å îãðàíè÷åíà ñëåäîâàòåëíî

è µ å îãðàíè÷åíà. Ñåãà äà ñìåòíåì ãðàíèöàòà ïðè x → x0 íà (1):

lim
h→0

F (x)− F (x0) = lim
h→0

µ(x− x0) = µ lim
h→0

x− x0 = 0.■
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