
25.Ñâîéñòâà íà îïðåäåëåíèòå èíòåãðàëè.

Èíòåãðèðàíå íà íåðàâåíñòâà

Ñâîéñòâà íà îïðåäåëåíèòå èíòåãðàëè::

1. Àêî f(x) å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b] è a < c < b, òî f(x) å
èíòåãðóåìà è â [a, c]( è â [c, b]).

Äîêàçàòåëñòâî:

2. Íåêà f(x) å èíòåãðóåìà â [a, c] è â [c, b]. Òîãàâà f(x) å èíòåãðóåìà â
[a, b] è

b∫
a

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx+

b∫
c

f(x)dx.

Äîêàçàòåëñòâî:

3. Íåêà f(x) è g(x) ñà èíòåãðóåìè â [a, b]. Òîãàâà

b∫
a

[αf(x) + βg(x)]dx = α

b∫
a

f(x)dx+ β

b∫
a

g(x)dx.

Äîêàçàòåëñòâî:
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Òâúðäåíèå 25.1: Íåêà f(x) å èíòåãðóåìà â [a, b] è f(x) ≥ 0. Òîãàâà

I =

b∫
a

f(x)dx ≥ 0.

Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà τ = [x0, x1, ..., xn] å ïðîèçâîëíî ðàçáèâàíå íà èíòåðâàëà [a, b]. Äà
ðàçãëåäàìå ìàëêèòå ñóìè íà Äàðáó sτ =

∑n
k=1 mk(xk − xk−1). Òúé êàòî

xk−1 < xk è f(x) ≥ 0, ò.å. inf
[xk−1,xk]

f(x) ≥ inf f(x) ≥ 0, òî ïîëó÷àâàìå

0 ≤ stau. Íî ïîíåæå sτ ≤ I ≤ Sτ , òî ïîëó÷àâàìå I ≥ sτ ≥ 0. ■

Ñëåäñòâèå 25.1: Íåêà f(x) è g(x) ñà èíòåãðóåìè â (a, b) è f(x) ≤ g(x)
çà âñÿêî x. Òîãàâà

b∫
a

f(x)dx ≤
b∫

a

g(x)dx.

Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà h(x) = g(x) − f(x) ≥ 0, ïîíåæå f(x) ≤ g(x) çà âñÿêî x. Òîãàâà ïî
ïðåäíàòà òåîðåìà èìàìå

0 ≤
b∫

a

h(x)dx =

b∫
a

[g(x)− f(x)]dx =

b∫
a

f(x)dx−
b∫

a

g(x)dx

È òàêà ïîëó÷èõìå
b∫
a

f(x)dx ≤
b∫
a

g(x)dx. ■

Ñëåäñòâèå 25.2: Íåêà f(x) å èíòåãðóåìà â [a, b] è m ≤ f(x) ≤ M .
Òîãàâà

m(b− a) ≤
b∫

a

f(x)dx ≤ M(b− a).
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Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà g(x) = M ≥ f(x). Òúé êàòî äîêàçàõìå, ÷å âñÿêà êîíñòàíòíà ôóíê-
öèÿ å èíòåãðóåìà, òî òîãàâà ïî ïðåäõîäíîòî ñëåäñòâèå ïîëó÷àâàìå

b∫
a

f(x)dx ≤
b∫

a

g(x)dx = M(b− a).

Íåêà h(x) = m ≤ f(x). Òúé êàòî äîêàçàõìå, ÷å âñÿêà êîíñòàíòíà ôóíê-
öèÿ å èíòåãðóåìà, òî òîãàâà ïî ïðåäõîäíîòî ñëåäñòâèå ïîëó÷àâàìå

b∫
a

f(x)dx ≥
b∫

a

h(x)dx = m(b− a). ■

Òâúðäåíèå 25.2: Íåêà f(x) å èíòåãðóåìà â [a, b]. Òîãàâà è |f(x)| å
èíòåãðóåìà â [a, b] è ∣∣∣∣∣∣

b∫
a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|f(x)|dx

Äîêàçàòåëñòâî:

1. Äà äîêàæåì, ÷å |f(x)| å èíòåãðóåìà. Àêî Sτ , sτ ñà ñúîòâåòíî ãîëÿìà
è ìàëêà ñóìà íà Äàðáó çà ôóíêöèÿòà |f(x)|, òîãàâà ùå äîêàæåì,
÷å ïðè ïðîèçâîëíî ε > 0 ùå ñúùåñòâóâà ðàçáèâàíå τ , òàêîâà ÷å
ðàçëèêà Sτ − sτ < ε. Íåêà îçíà÷èì:

mi = inf
[xi−1,xi]

f(x)

Mi = sup
[xi−1,xi]

f(x)

ni = inf
[xi−1,xi]

|f(x)|

Ni = sup
[xi−1,xi]

|f(x)|
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Çíàåì, ÷å:

||a| − |b|| ≤ |a− b| ∀a, b ∈ R
||f(x)| − |f(y)|| ≤ |f(x)− f(y)| ∀x, y ∈ R

Ñåãà äà ðàçãëåäàìå ïîëó÷åíîòî íåðàâåíñòâî â èíòåðâàëà [xi−1, xi].
Ïîíåæå

f(x) ≤ sup
[xi−1,xi]

f(x) = Mi ∀x ∈ [xi−1, xi] (1)

f(y) ≥ inf
[xi−1,xi]

f(x) = mi ∀y ∈ [xi−1, xi]

èëè êàòî óìíîæèì äâåòå ñòðàíè íà íåðàâåíñòâî ïî -1:

−f(y) ≤ −li ∀y ∈ [xi−1, xi] (2)

Êàòî ñúáåðåì íåðàâåíñòâàòà (1) è (2) ïîëó÷àâàìå:

f(x)− f(y) ≤ Mi −mi ∀x, y ∈ [xi−1, xi] (3)

Àíàëîãè÷íî ïîíåæå f(x) ≥ mi( ò.å. −f(x) ≤ −mi) è f(y) ≤ Mi

ïîëó÷àâàìå:

f(y)− f(x) ≤ Mi −mi ∀x, y ∈ [xi−1, xi], (4)

Òàêà îò (3), (4) è Mi −mi ≥ 0 ( Mi ≥ mi) ïîëó÷àâàìå:

|f(x)− f(y)| ≤ Mi −mi ∀x, y ∈ [xi−1, xi]

Òàêà èçëèçà, ÷å:

||f(x)| − |f(y)|| ≤ |f(x)− f(y)| ≤ Mi −mi ∀x, y ∈ [xi−1, xi]

Òúé êàòî òîâà íåðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çà âñÿêî x, y ∈ [xi−1, xi], òî
å èçïúëíåíî è çà ñóïðåìóìà íà ëÿâàòà ñòðàíà, êîèòî àíàëîãè÷íî íà
ïðåäèøíèòå ñìåòêè ñå äîêàçâà, ÷å å:

||f(x)| − |f(y)|| ≤ Ni − ni

È òàêà çà âñåêè èíòåðâàë [xi−1, xi] ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî:

Ni − ni ≤ Mi −mi.
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Óìíîæàâàìå äâåòå ñòðàíè íà òîâà íåðàâåíñòâî ïî (xi − xi−1) è ñó-
ìèðàìå âñè÷êè òàêèâà íåðàâåíñòâà çà i=1,2,...,n:

n∑
i=1

(Ni − ni)(xi − xi−1) ≤
n∑

i=1

(Mi −mi)(xi − xi−1) =

Ïðåðàáîòâàìå ìàëêî íåðàâåíñòâoòo:

n∑
i=1

Ni(xi − xi−1)−
n∑

i=1

ni(xi − xi−1) ≤
n∑

i=1

Mi(xi − xi−1)−
n∑

i=1

mi(xi − xi−1)

Î÷åâèäíî ïîëó÷àâàìå ìàëêèòå è ãîëåìèòå ñóìè íà Äàðáó. Íåêà äà
îçíà÷èì c S̃τ , s̃τ ñúîòâåòíî ãîëåìèòå è ìàëêèòå ñóìè íà Äàðáó çà
|f(x)| è c Sτ , sτ ñúîòâåòíî ãîëåìèòå è ìàëêèòå ñóìè íà Äàðáó çà
f(x) ò.å.:

S̃τ =
n∑

i=1

Ni(xi − xi−1)

s̃τ =
n∑

i=1

ni(xi − xi−1)

Sτ =
n∑

i=1

Mi(xi − xi−1)

sτ =
n∑

i=1

mi(xi − xi−1)

S̃τ − s̃τ ≤ Sτ − sτ

Çàäàâàìå ε > 0. Ïîíåæå f(x) å èíòåãðóåìà, òî ñúùåñòâóâà òàêîâà
äåëåíèå τ , ÷å Sτ − sτ < ε. Òîãàâà ïîëó÷àâà, ÷å:

S̃τ − s̃τ ≤ Sτ − sτ < ε

Òàêà äîêàçàõìå, ÷å |f(x)| å èíòåãðóåìà.
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2. Äà äîêàæåì íåðàâåíñòâîòî. Òúé êàòî äîêàçàõìå, ÷å |f(x)| e èí-
òåãðóåìà è çíàåì, ÷å f(x) ≤ |f(x)|, òî òîãàâà ïî ñëåäñòâèå 25.1
ïîëó÷àâàìå:

b∫
a

f(x)dx ≤
b∫

a

|f(x)|dx. (5)

Àíàëîãè÷íî |f(x)| e èíòåãðóåìà è −f(x) ≤ |f(x)|, òî òîãàâà ïî ñëåä-
ñòâèå 25.1 ïîëó÷àâàìå:

b∫
a

[−f(x)]dx ≤
b∫

a

|f(x)|dx.

ò.å.

−
b∫

a

f(x)dx ≤
b∫

a

|f(x)|dx. (6)

Îò (5) è (6) ïîëó÷èõìå∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|f(x)|dx

Òâúðäåíèå 25.3: Íåêà f(x) è g(x) ñà èíòåãðóåìè â (a, b). Òîãàâà è
f(x)g(x) å èíòåãðóåìà â (a, b).

Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà τ e ðàçáèâàíå, òàêîâà ÷å:

a0 = x0 < x1 < ... < xn

Ïîíåæå f(x) è g(x) ñà èíòåãðóåìè â [a, b], òî òå ñà îãðàíè÷åíè â [a, b].
Òîãàâà ñúùåñòâóâàò M è L, òàêèâà ÷å |f(x)| ≤ M è |g(x)| ≤ L â [a, b].
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Íåêà íàïðàâèì ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ:

mi = inf
[xi−1,xi]

f(x)

Mi = sup
[xi−1,xi]

f(x)

li = inf
[xi−1,xi]

g(x)

Li = sup
[xi−1,xi]

g(x)

ni = inf
[xi−1,xi]

f(x)g(x)

Ni = sup
[xi−1,xi]

f(x)g(x).

Äà ðàçãëåäàìå âåðèãàòà îò íåðàâåíñòâà:

|f(x)g(x)− f(y)g(y)| = |f(x)g(x)− f(x)g(y) + f(x)g(y)− f(y)g(y)| =
= |f(x)(g(x)− g(y)) + (f(x)− f(y))g(y)| ≤
≤ |f(x)(g(x)− g(y))|+ |(f(x)− f(y))g(y)| ≤
≤ |f(x)||g(x)− g(y)|+ |f(x)− f(y)||g(y)| ≤
≤ M |g(x)− g(y)|+ |f(x)− f(y)|L

Â ïðåîáðàçóâàíèÿòà èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà è |f(x)| ≤
M è |g(x)| ≤ L â [a, b]. Ñåãà äà ðàçãëåäàìå ïîëó÷åíîòî íåðàâåíñòâî â èí-
òåðâàëà [xi−1, xi]. Ïîíåæå

g(x) ≤ sup
[xi−1,xi]

g(x) = Li ∀x ∈ [xi−1, xi] (7)

è
g(y) ≥ inf

[xi−1,xi]
g(y) = li ∀y ∈ [xi−1, xi]

èëè êàòî óìíîæèì äâåòå ñòðàíè íà íåðàâåíñòâî ïî -1:

−g(y) ≤ −li ∀y ∈ [xi−1, xi] (8)

Êàòî ñúáåðåì íåðàâåíñòâàòà (7) è (8) ïîëó÷àâàìå:

g(x)− g(y) ≤ Li − li ∀x, y ∈ [xi−1, xi] (9)
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Àíàëîãè÷íî ïîíåæå g(x) ≥ li( ò.å. −g(x) ≤ −li) è g(y) ≤ Li ïîëó÷àâàìå:

g(y)− g(x) ≤ Li − li ∀x, y ∈ [xi−1, xi], (10)

Òàêà îò (9), (10) è Li − li ≥ 0 ( Li ≥ li) ïîëó÷àâàìå:

|g(x)− g(y)| ≤ Li − li ∀x, y ∈ [xi−1, xi]

Ïî ñúùèÿ íà÷èí ïîëó÷àâàìå:

|f(x)− f(y)| ≤ Mi −mi ∀x, y ∈ [xi−1, xi]

Òàêà èçëèçà, ÷å:

|f(x)g(x)− f(y)g(y)| ≤ M |g(x)− g(y)|+ |f(x)− f(y)|L ≤
≤ M(Li − li) + L(Mi −mi) ∀x, y ∈ [xi−1, xi]

Òúé êàòî òîâà íåðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çà âñÿêî x, y ∈ [xi−1, xi], òî å
èçïúëíåíî è çà ñóïðåìóìà íà ëÿâàòà ñòðàíà, êîèòî àíàëîãè÷íî íà ïðå-
äèøíèòå ñìåòêè ñå äîêàçâà, ÷å å:

|f(x)g(x)− f(y)g(y)| ≤ Ni − ni

È òàêà çà âñåêè èíòåðâàë [xi−1, xi] ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî:

Ni − ni ≤ M(Li − li) + L(Mi −mi).

Óìíîæàâàìå äâåòå ñòðàíè íà òîâà íåðàâåíñòâî ïî (xi−xi−1) è ñóìèðàìå
âñè÷êè òàêèâà íåðàâåíñòâà çà i=1,2,...,n:

n∑
i=1

(Ni − ni)(xi − xi−1) ≤
n∑

i=1

[M(Li − li)(xi − xi−1) + L(Mi −mi)(xi − xi−1)] =

= M
n∑

i=1

(Li − li)(xi − xi−1) + L
n∑

i=1

(Mi −mi)(xi − xi−1)

Ïðåðàáîòâàìå ìàëêî íåðàâåíñòâàòà:

n∑
i=1

Ni(xi − xi−1)−
n∑

i=1

ni(xi − xi−1) ≤ M

[
n∑

i=1

Li(xi − xi−1))−
n∑

i=1

li(xi − xi−1)

]
+

+L

[
n∑

i=1

Mi(xi − xi−1)−
n∑

i=1

mi(xi − xi−1)

]
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Î÷åâèäíî ïîëó÷àâàìå ìàëêèòå è ãîëåìèòå ñóìè íà Äàðáó çà f(x),g(x) è
f(x).g(x):

Sτ
fg − sτfg ≤ M [Sτ

g − sτg ] + L[Sτ
f − sτf ]

Çàäàâàìå ε > 0, èçáèðàìå τ , òàêîâà ÷å Sτ
g − sτg < ε

L+M
è Sτ

f − sτf < ε
L+M

.
Òîãàâà ïîëó÷àâà, ÷å:

Sτ
fg − sτfg ≤ M [Sτ

g − sτg ] + L[Sτ
f − sτf ] < M

ε

L+M
+ L

ε

L+M
< ε

Òàêà äîêàçàõìå, ÷å f(x)g(x) å èíòåãðóåìà. ■
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