
24.Îïðåäåëåí èíòåãðàë. Äåôèíèöèè íà

Äàðáó è Ðèìàí. Êðèòåðèé íà Äàðáó çà

èíòåãðóåìîñò

Íåêà äà ðàçãëåäàìå åäíà íåîòðèöàòåëíà ôóíêöèÿ f(x), äåôèíèðàíà
â êðàéíèÿ çàòâîðåí èíòåðâàë [a, b]. Íåêà òÿ å è îãðàíè÷åíà â òîçè èíòåð-
âàë. Äà íà÷åðòàåì íåéíàòà ãðàôèêà:

Èñêàìå äà íàìåðèì ïëîùòà ìåæäó ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà è àáöèñíà-
òà îñ â èíòåðâàëà [a, b]. Èìàì âïðåäâèä çàùðèõîâàíàòà ïëîù. Çà öåëòà
ïúðâî òðÿáâà äà äåôèíèðàìå ìàëêî ïîíÿòèÿ:

Îïðåäåëåíèå 24.1: Ðàçáèðàíå ( äåëåíèå ) τ íà èíòåðâàëà [a, b] ñå íà-
ðè÷à ñèñòåìà îò òî÷êè {xi}ni=0, òàêèâà ÷å:

a = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = b
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Òîâà îçíà÷àâà äà ðàçäåëèì èíòåðâàëà [a, b] íà n ïîäèíòåðâàëà:

[a, x1], [x1, x2], ..., [xn−1, b],

êàòî äúëæèíàòà íà èíòåðâàëà i( áåëåæèì ñ ∆xi ) å ∆xi = xi − xi−1.

Îïðåäåëåíèå 24.2: Ãîëåìèíà íà ðàçáèâàíåòî( äèàìåòúð íà ðàçáèâà-
íåòî ) íàðè÷àìå äúëæèíaòà íà íàé-äúëãèÿ èíòåðâàë ò.å. δτ = max

1≤i≤n
∆xi.

Îïðåäåëåíèå 24.3: Êàçâàìå, ÷å äåëåíèåòî τ1 = {xi}ni=0 å ïî-ôèíî(ïî-
äðåáíî) îò äåëåíèåòî τ2 = {yi}ni=0( èëè äåëåíèåòî τ1 ñëåäâà äåëåíèåòî τ2
), àêî âñè÷êè òî÷êè yi ñà òî÷êè îò äåëåíèåòî τ1. Áåëåæèì τ1 ≻ τ2 ( Äà íå
ñå ÷óäèòå çà ïîñîêàòà íà çíàêà - òúé êàòî τ1 èìà ïîâå÷å òî÷êè îò τ , òî
ïîñîêàòà å ≻ )

Îïðåäåëåíèå 24.4: Íåêà å äàäåíî ðàçáèâàíå τ = {xi}ni=0 è

a = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = b.

Òîãàâà íàáîð îò òî÷êè, îòãîâàðÿù íà ðàçáèâàíåòî τ , ùå íàðè÷àìå ñèñòå-
ìàòà îò òî÷êè ζ = {ζi}ni=0, òàêèâà ÷å ζi ∈ [xi−1, xi] çà i = 1, 2, ..., n.
Ïðîñòè÷êî íàáîð îò òî÷êè å äà âçåìåì îò âñåêè ïîäèíòåðâàë

[a, x1], [x1, x2], ..., [xn−1, b],

ïî åäíà òî÷êà ζi.

È ñåãà äà ñå çàâúðíåì íà íàøàòà çàäà÷à. Äà íàìåðèì ëèöåòî íà ôèãó-
ðàòà. Çà öåëòà ùå âçåìåì íÿêàêâî ðàçáèâàíå τ íà èíòåðâàëà [a, b]. Îçíà-
÷àâàìå:

mi = inf
[xi−1,xi]

f(x)

Mi = sup
[xi−1,xi]

f(x)

Òúé êàòî ôóíêöèÿòà å îãðàíè÷åíà âúðõó [a, b], òî òÿ å îãðàíè÷åíà è âúðõó
[xi−1, xi], òî çíà÷è äîñòèãà è èíôèíèìóìà è ñóïåðåìóìà ñè âúðõó âñåêè
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îò ïîäèíòåðâàëèòå. Äà îáðàçóâàìå ñóìèòå:

s =
n∑

i=0

mi(xi − xi−1)

S =
n∑

i=0

Mi(xi − xi−1)

Òåçè ñóìè ñå íàðè÷àò ñúîòâåòíî ìàëêà è ãîëÿìà ñóìà íà Äàðáó. Âñÿêà
åäíà îò òåçè ñóìè ìîæå äà áúäå èçòúëêóâàíà ãåîìåòðè÷íî. Âñÿêî åäíî
ñúáèðàåìî îò ãîëÿìàòà ñóìà íà Äàðáó ìîæå äà áúäå èçòúëêóâàíî êàòî
ëèöå íà ïðàâîúãúëíèê.

ßñíî å, ÷å ëèöåòî íà ïðàâîúãúëíèêà å ïî-ãîëÿìî îò òàçè ÷àñò îò ëèöåòî
íà ôèãóðàòà. Òàêà öÿëîñòíîòî òúëêóâàíå íà ãîëÿìàòà ñóìà íà Äàðáó S -
ëèöåòî íà ìíîãîúãúëíèê, êîéòî å ñ ïî-ãîëÿìî ëèöå îò íàøàòà ôèãóðà, è
ìåæäóäðóãîòî å îïèñàí îêîëî íåÿ. Àíàëîãè÷íî ñå äîñòèãà äî èçâîäà, ÷å
ìàëêàòà ñóìà íà Äàðáó ïðåäñòàâëÿâà ëèöåòî s íà ìíîãîúãúëíèê, ÷èÿòî
ïëîù å ïî-ìàëêà îò òàçè, êîÿòî òúðñèì.

Ïðèìåð 24.1: Çà ïî-íàãëåäíî äà ðàçãëåäàìå ðàçáèâàíå ñ 5 òî÷êè:

[a, x1], [x1, x2], [x2, x3], [x3, x4], [x4, b],

Ñëåä êîåòî äà íàìåðèì ñóïðåìóìà è èíôèíèìóìà íà ôóíêöèÿòà âúâ âñå-
êè åäèí îò ïîäèíòåðâàëèòå è äà íà÷åðòàåì ãåîìåòðè÷íàòà èíòåðïðåòàöèÿ
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íà ãîëÿìàòà è ìàëàêàòà ñóìà íà Äàðáó:

Àêî ðàáîòèì ñ åäíî è ñúùî ðàçäåëÿíå íà èíòåðâàëà íà ïîäèíòåðâàëè å
ÿñíî, ÷å:

s =
n∑

i=0

mi(xi − xi−1) <
n∑

i=0

Mi(xi − xi−1) = S

îò ôîðìóëèðîâêàòà çà ìàëêà è ãîëÿìà ñóìà íà Äàðáó. Íî äà ñå âúðíåì íà
íàøàòà çàäà÷à äà íàìåðèì ëèöåòî I íà ôèãóðàòà. Íî êàêâî òàçè ðàçìèñ-
ëè íè ïîìàãàò äà ñå äîáëèæèì äî òîâà ëèöå? ßñíî å, ÷å àêî I ñúùåñòâóâà(
âúîáùå íå ÿñíî äàëè âúîáøå ñúùåñòâóâà ëèöå çà âñè÷êè ôèãóðè), òî òî-
âà ãîëåìèíàòà íà òîâà ëèöå áè òðÿáâàëî äà ñå íàìèðà ìåæäó ãîëåìèíèòå
íà ëèöàòà íà âïèñàíàòà è îïèñàíàòà ôèãóðà ò.å. s ≤ I ≤ S:

Êîåòî ïî-êàêúâ íà÷èí íè ïîìîãà? Åìè èçãëåæäà ëîãè÷íî ïðè èçäðåá-
íÿâàíå íà äåëåíèåòî ëèöåòî íà îïèñàíèÿ ìíîãîãîúãúëíèê íàìàëÿâà, à
ëèöåòî íà âïèñàíèÿ ìíîãîúãúëíèê ñå óâåëè÷àâà è òúé êàòî èìàìå íåðà-
âåíñòâîòî s ≤ I ≤ S, òî áè òðÿáâàëî äà äîñòèãíåì äî I ïðè ìíîãî ìíîãî
ìàëêè ïîäèíòåðâàë÷åòà. Âèæòå èçîáðàæåíèÿòà:
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À ñåãà ëåêà-ïîëåêà è íà ìàëêè ñòúïêè äà äîêàæåì òîâà. Ïúðâàòà ñòúïêà
êúì òàçè öåë å äà äîêàæåì, ÷å ñ èçäðåáíÿâàíåòî íà äåëåíèåòî ãîëåìèòå
ñóìè íà Äàðáó íàìàëÿâàò, à ìàëêèòå ñóìè íà Äàðáó ðàñòàò. Ùå äîêàæåì
ñàìî ãîëåìèòå ñóìè íà Äàðáó íàìàëÿâàò, íî íåêà ïúðâî äà ôîðìóëèðàìå
òâúðäåíèåòî ôîðìàëíî:

Òâúðäåíèå 24.1: Íåêà τ ′ ≻ τ , ñëåäîâàòåëíî Sτ ≥ Sτ ′ .

Äîêàçàòåëñòâî:
Íåêà τ = {xi}ni=1 è

a = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = b.

Ùå íàïðàâèì èíäóêöèÿ ïî áðîé íà òî÷êèòå, êîèòî ïðèíàäëåæàò íà τ ′,
íî íå ïðèíàäëåæàò íà τ .

1. Íåêà τ ′ èìà òî÷íî åäíà òî÷êà ïîâå÷å îò τ è:

τ ′ = [x0, x1, ..., xk, x̃, xk+1, ..., xn]

Íåêà:

Sτ =
n∑

i=0

Mi(xi − xi−1)

Íåêà τ ′ = {yi}n+1
i=1 , à ãîëÿìàòà ñóìà íà Äàðáó å Sτ ′ =

k∑
i=0

Ni(yi−yi−1).

Òúé êàòî ñìå äîáàâèëè ñàìî åäíà òî÷êà, òî ùå èìà ïðîìÿíà åäèí-
ñòâåíî â èíòåðâàëà [xk, xk+1]. Âèæ êàðòèíêàòà:
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,
òî âñè÷êè äðóãè ÷ëåíîâå íà ãîëÿìàòà ñóìà íà Äàðáó ùå ñà ñú-
ùèòå ïðè ðàçáèâàíå τ è τ ′ ñ èçêëþ÷åíèå íà òåçè ÷ëåíîâå, êîèòî
ñå îòíàñÿò çà èíòåðâàëà [xk, xk+1]. Êàêòî ñå âèæäà îò êàðòèíêàòà
Mk ≥ M ′

k,M
′′
k ( −Mk ≤ −M ′

k, −Mk ≤ −M ′′
k ) Òîâà çíà÷è, ÷å:

Sτ − Sτ ′ = Mk(xk+1 − xk)− [M ′
k(x̃− xk) +M ′′

k (xk+1 − x̃)] =

= Mk(xk+1 − xk)−M ′
k(x̃− xk)−M ′′

k (xk+1 − x̃) =

= Mk(xk+1 − xk)−Mk(x̃− xk)−Mk(xk+1 − x̃) = 0

Òàêà ïîëó÷õìå, ÷å Sτ ≥ Sτ ′ .

2. Íåêà èíäóêöèîííîòî ïðåïîëîæåíèå å èçïúëíåíî çà âñè÷êè íàáîðè
îò k òî÷êè, êîèòî ïðèíàäëåæàò íà τ ′, íî íå ïðèíàäëåæàò íà τ .
Òðÿáâà äà ãî äîêàæåì çà ïðîèçâîëåí íàáîð îò k + 1 òî÷êè. Òúé
êàòî ïðîèçâîëåí íàáîð îò k + 1 òî÷êè ìîæå äà ñå ïîëó÷è îò íàáîð
îò k òî÷êè ñ äîáàâÿíåòî íà 1 òî÷êà. Íî íèå âå÷å äîêàçàõìå, ÷å
êàòî äîáàâèì åäíà òî÷êà å èçïúëíåíî Sτ ≥ Sτ ′ . Ñ òîâà çàâúðøèõìå
òåîðåìàòà.■

Òâúðäåíèå 24.2: Íåêà τ ′ ≻ τ , ñëåäîâàòåëíî sτ ≤ sτ ′ .

Äîêàçàòåëñòâî:
Àíàëîãè÷íî íà ïðåäõîäíîòî òâúðäåíèå.
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Êàòî ñëåäñòâèå îò ïðåäõîäíèòå äâå òâúðäåíèÿ ùå äîêàæåì, ÷å áåç çíà-
÷åíèå îò ðàçáèâàíåòî íà èíòåðâàëà [a, b] ëèöåòî íà âïèñàíèÿ âúâ ôèãó-
ðàòà ìíîãîúãúëíèê å ïî-ìàëêî îò ëèöåòî íà îïèñàíèÿ îêîëî ôèãóðàòà
ìíîãîúãúëíèê.

Ïðèìåð 24.2: Äà âçåìåì åäíà ôóíêöèÿ è äà íà÷åðòàåì ãðàôèêàòà.
Íåêà ñìå âçåëè 2 ðàçëè÷íè ðàçáèâàíèÿ τ1 = {xi}5i=0 è τ2 = {yi}4i=0. Êàòî
ðàçáèâàíåòî τ1 ùå ãî èçïîëçâàìå çà ïîñòîÿâàíåòî íà ìàëêèòå ñóìè íà
Äàðáó, à ðàçáèâàíåòî τ1 - çà ãîëåìèòå ñóìè íà Äàðáó. Âèæ êàðòèíêàòà:

À ñåãà ñëåä êàòî âèäÿõìå, ÷å òîâà èçãëåæäà ëîãè÷íî äà çàïèøåì ôîð-
ìàëíî ñëåäñòâèåòî è äà ãî äîêàæåì:

Ñëåäñòâèå 24.1:Íåêà τ è τ ′ ñà äâå ðàçëè÷íè ðàçáèâàíèÿ íà èíòåðâàëà
[a, b]. Òîãàâà sτ ≤ Sτ ′ .

Äîêàçàòåëñòâî:
Äà âúâåäåì íîâî ðàçáèâàíå τ1, êîåòî å òàêîâà ÷å τ1 = τ∪τ ′ ò.å. τ1 ñúäúðæà
âñè÷êè òî÷êè îò ðàçáèâàíåòî τ è âñè÷êè òî÷êè îò ðàçáèâàíåòî τ ′. ßñíî
å, ÷å sτ1 ≤ Sτ1 . Ïîíåæå τ1 e ïî-äðåáíî äåëåíèå îò τ , òî òîãàâà sτ1 ≥ sτ îò
Òâúðäåíèå 2. Òúé êàòî τ ′ e ïî-äðåáíî äåëåíèå îò τ , òî òîãàâà Sτ1 ≤ Sτ ′

îò Òâúðäåíèå 1. Òàêà ïîëó÷èõìå âåðèãàòà íåðàâåíñòâà:

sτ ≤ sτ1 ≤ Sτ1 ≤ Sτ ′
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Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å sτ ≤ Sτ ′ áåç çíà÷åíèå îò äåëåíèåòî. ■

Îïðåäåëåíèå 24.5: Íåêà f(x) å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà

[a, b]. Ùå êàçâàìå, ÷å f(x) å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà , àêî I = I. ×èñëîòî
I = I = I ñå íàðè÷à îïðåäåëåí èíòåãðàë íà f(x) â èíòåðâàëà [a, b] è ùå

ãî áåëåæèì òàêà
b∫
a

f(x)dx ×èñëîòî à ñå íàðè÷à äîëíà ãðàíèöà, à ÷èñëîòî

b- ãîðíà ãðàíèöà.

Òåîðåìà 24.1 (íà Äàðáó) : Íåêà f(x) e äåôèíèðàíà è îãðàíè÷åíà
âúðõó [a, b]. f(x) å èíòåãðóåìà âúðõó [a, b] ⇐⇒ çà âñÿêî ε > 0, ñúùåñòâóâà
ðàçáèâàíå τ = {xi}ni=0, òàêîâà ÷å Sτ − sτ < ε.

Äîêàçàòåëñòâî:

1. Íåêà f(x) å èíòåãðóåìà, òî òîãàâà ùå äîêàæåì, ÷å çà âñÿêî ε > 0,
ñúùåñòâóâà ðàçáèâàíå τ = {xi}ni=0, òàêîâà Sτ − sτ < ε.

Çàäàâàìå ε > 0. Ïîíåæå f(x) å èíòåãðóåìà, òî I = I = I, íî
I = sup sτ . Ïîíåæå I å íàé-ìàëêàòà ãîðíà ãðàíèöà çà sτ , òî òîãàâà
I − ε

2
íå å ãîðíà ãðàíèöà çà sτ ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà ïî-äðåáíî

ðàçáèâàíå τ1, òàêîâà ÷å sτ1 > I − ε
2
. Àíàëîãè÷íî f(x) å èíòåãðóåìà,

òî I = I = I, íî = I = inf Sτ . Ïîíåæå I å íàé-ãîëÿìàòà äîëíà
ãðàíèöà çà sτ , òî òîãàâà I+

ε
2
íå å äîëíà ãðàíèöà çà sτ ñëåäîâàòåëíî

ñúùåñòâóâà ïî-äðåáíî ðàçáèâàíå τ2, òàêîâà ÷å sτ2 < I + ε
2
. Íåêà äà

ðàçãëåäàìå ðàçáèâàíå τ = τ1∪τ2. Òúé êàòî τ ≻ τ1, òî òîãàâà sτ ≥ sτ1
Íî âå÷å ïîêàçàõìå, ÷å sτ1 > I − ε

2
è òàêà ïîëó÷èõìå:

sτ > I − ε

2

êàòî óìíîæèì 2-òå ñòðàíè íà íåðàâåíñòâîòî ïî (-1) ïîëó÷àâàìå:

−sτ < −I +
ε

2
(1)

Àíàëîãè÷íî τ ≻ τ2, òî òîãàâà Sτ ≤ Sτ2 . Íî âå÷å ïîêàçàõìå, ÷å
Sτ2 < I + ε

2
è òàêà ïîëó÷èõìå:

Sτ < I +
ε

2
(2)
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È êàòî ñúáåðåì 1 è 2 ïîëó÷àâàìå:

Sτ − sτ ≤ I +
ε

2
− I +

ε

2
= ε

2. Íåêà çà âñÿêî ε > 0, ñúùåñòâóâà ðàçáèâàíå τ = {xi}ni=0, òàêîâà ÷å
Sτ − sτ < ε, òîãàâà ùå äîêàæåì, ÷å f(x) å èíòåãðóåìà.

Äà äîïóñíåì, ÷å f(x) íå å èíòåãðóåìà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å I − I >

0. Òîãàâà íåêà äà çàäàäåì ε = I−I
2
. Òîãàâà òðÿáâà äà ñúùåñòâóâà

ðàçáèâàíå τ , òàêîâà ÷å Sτ − sτ < ε. Âå÷å äîêàçàõìå íåðàâåíñòâàòà:

sτ < I < I < Sτ

ò.å. sτ < I ( −sτ > −I ) è I < Sτ . Ñúáèðàìå äâåòå íåðàâåíñòâà è
ïîëó÷àâàìå:

Sτ − sτ > I − I = 2ε

Íî íèå ïîëó÷èõìå 2ε < Sτ − sτ < ε, ò.å. 2ε < ε, êîåòî îçíà÷àâà
ε < 0. Äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå ñ ε > 0. Òàêà äîñòèãíàõìå äî
èçâîäà, ÷å f(x) íå å èíòåãðóåìà. ■
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