
23.3.Èíòåãðèðàíå íà íÿêîè èðàöèîíàëíè

ôóíêöèè

Èðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ å ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ, â êîÿòî å ïîçâîëåíî
ïîâäèãàíåòî íà ïðîèçâîëíà ñòåïåí.

Âàæíî íåùî å, ÷å íå âñè÷êè èíòåãðàëè ìîãàò äà áúäàò ïðåñìåòíàòè
ÿâíî ( ÷ðåç ôîðìóëèòå çà èíòåãðèðàíå). Îáèêíîâåíî öåëòà ïðè ïðåñìÿ-
òàíå íà èðàöèîíàëíè ôóíêöèè å äà ãè ñâåäåì êúì ðàöèîíàëíè. Íî ñòèãà
òîëêîâà ïðèêàçêè äà ñå çàõâàùàìå ñ êëàñîâå ôóíêöèè, êîèòî ìîãàò äà
áúäàò ïðåñìåòíàòè:

1. Ïúðâî ùå ñå çàíèìàåì ñ èðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ, â êîèòî ó÷àñòâàò
ïðîìåíëèâàòà x è íÿêîëêî íåéíè ðàäèêàëà ( ò.å. q

√
xp, êúäåòî q å

öÿëî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, p å öÿëî ÷èñëî) ò.å. ãîâîðèì çà ñëåäíàòà
çàäà÷à:

I =

∫
R(x, x

p1
q1 , x

p2
q2 , ..., x

pn
qn )dx,

êúäåòî pi,qi ñà öåëè ÷èñëà çà 1 ≤ i ≤ n è áåç îãðàíè÷åíèå íà îáù-
íîñòòà ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å qi > 0 çà 1 ≤ i ≤ n. Ôóíêöèè îò òîçè
âèä âèíàãè ìîãàò äà áúäàò èíòåãðèðàíè. Íåêà k å íàé-ìàëêîòî îá-
ùî êðàòíî íà q1, q2, ..., qn è òîãàâà k = ciqi, êúäåòî î÷åâèäíî ci å
öÿëî. Íåêà ïîëîæèì x = tk ñëåäîâàòåëíî x

1
k = t. Çà ïðîèçâîëåí

ðàäèêàë ùå ïîëó÷èì

x
pi
qi = xpix

1
qi = x

kpi
k x

ci
ciqi = (x

1
k )kpix

ci
k = tkpi(x

1
k )ci = tkpitci =

= tkpi+ci.
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Íåêà äà îçíà÷èì mi = kpi + ci. Òúé êàòî k, pi, ci ñà öåëè ÷èñëà,
òî è mi å ñúùî öÿëî ÷èñëî. Òàêà ïðåîáðàçóâàõìå ïîäèíòåãðàëíàòà
ôóíêöèÿ äî ðàöèîíàëíà è ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ èíòåãðàë:

I =

∫
R(x, x

p1
q1 , x

p2
q2 , ..., x

pn
qn )dx =

∫
R(tk, tm1 , tm2 , ..., tmn)ktk−1dt,

2. Ñúùèÿò ìåòîä ìîæå äà ñå ïîëçâà ïðè ôóíêöèè îò ïî-ñëîæåí âèä,
à èìåííî ïðè èíòåãðèðàíå íà ôóíêöèè îò âèäà:

I =

∫
R

(
x,

(
ax+ b

cx+ d

) p1
q1

,

(
ax+ b

cx+ d

) p2
q2

, ...,

(
ax+ b

cx+ d

) pn
qn

)
dx,

Ïðåäïîëàãàì, ÷å âè ïðåâè âïå÷àòëåíèå, ÷å åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà
ìåæäó ïðåäíàòà è òàçè çàäà÷à å, ÷å ðàäèêàëèòå íà x ñà çàìåíåíè
ñ ðàäèêàëè íà íÿêîÿ äðîáíî-ëèíåéíà ôóíêöèÿ íà x. Äà íàïîìíÿ
îòíîâî, ÷åpi,qi ñà öåëè ÷èñëà çà 1 ≤ i ≤ n è áåç îãðàíè÷åíèå íà
îáùíîñòòà ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å qi > 0 çà 1 ≤ i ≤ n. Íåêà îòíîâî
k å íàé-ìàëêîòî îáùî êðàòíî íà ÷èñëàòà q1, q2, ..., qn. Â òîçè ñëó÷àé
ïðàâèì ïîëàãàíåòî tk = ax+b

cx+d
è ìîæåì äà èçðàçèì x ÷ðåç t. Òîãàâà

ïîëó÷àâàìå:

tk =
ax+ b

cx+ d

(cx+ d)tk = ax+ b

ctkx+ dtk = ax+ b

(ctk − a)x = b− dtk

x =
b− dtk

ctk − a

Ñëåä ïîëàãàíåòî êàêòî ìîæå äà ñå âèäè îò äîêàçàòåëñòâîòî îò ïðåä-

íàòà ÷àñò, ùå ïîëó÷èì
(
ax+b
cx+d

) pi
qi = tmi . Òàêà ïðåîáðàçóâàõìå ïîäèí-

òåãðàëíàòà ôóíêöèÿ äî ðàöèîíàëíà è ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ èíòåã-
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ðàë:

I =

∫
R

(
x,

(
ax+ b

cx+ d

) p1
q1

,

(
ax+ b

cx+ d

) p2
q2

, ...,

(
ax+ b

cx+ d

) pn
qn

)
dx =

=

∫
R

(
b− dtk

ctk − a
, tm1 , tm2 , ..., tmn

)
d

(
b− dtk

ctk − a

)
=

=

∫
R

(
b− dtk

ctk − a
, tm1 , tm2 , ..., tmn

)(
b− dtk

ctk − a

)′

dt

3. Èíòåãðàëè, ñúäúðæàùè êâàäðàòè÷íà èðàöèîíàëíîñò îò êâàäðàòåí
äâó÷ëåí èëè ïî-ïðîñòî èíòåãðàëè îò âèäà:

I =

∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx,

êàòî ïðîìåíëèâàòà x è ðàäèêàëúò
√
ax2 + bx+ c ñà ïîäëoæåíè ñàìî

íà ðàöèîíàëíè äåéñòâèÿ. Èíòåãðàëè îò òîçè âèä âèíàãè ìîãàò äà
áúäàò ïðåñìåòíàòè ñúñ ñóáñòèòóöèèòå íà Îéëåð. Òÿõíàòà èäåÿ å
ñëåäíàòà äà ïîëîæèì êîðåíà êàòî íÿêàêâà ëèíåéíà ôóíêöèÿ íà x,
íî òàêàâà ëèíåéíà ôóíêöèÿ, ÷å äà ìîæåì x äà ñå èçðàçè ñïðÿìî t
ñ äðîáíîëèíååí èçðàç. Äà âèäè êàê ñòàâà òîâà:

(à) Ïúðâà ñóáñòèòóöèÿ íà Îéëåð. Òÿ ñå èçïîëçâà, àêî a > 0 è ñå
äàâà ñ ðàâåíñòâîòî:

√
ax2 + bx+ c =

√
ax+ t

Íåêà äà èçðàçèì x ÷ðåç t:
√
ax2 + bx+ c =

√
ax+ t

ax2 + bx+ c = ax2 + 2
√
axt+ t2

bx+ c = 2
√
axt+ t2

(b− 2
√
at)x = t2 − c

x =
t2 − c

b− 2
√
at

È êàêâî õóáàâî íåùî èçëåçå îò òîâà ïîëàãàíå? Ïîëó÷èõìå:

x =
t2 − c

b− 2
√
at

√
ax2 + bx+ c =

√
ax+ t =

√
a

t2 − c

b− 2
√
at

+ t,
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êîåòî ñâåæäà íàøèÿ èíòåãðàë äî:

I =

∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx =

=

∫
R

(
t2 − c

b− 2
√
at
,
√
a

t2 − c

b− 2
√
at

+ t

)
d

(
t2 − c

b− 2
√
at

)
=

=

∫
R

(
t2 − c

b− 2
√
at
,
√
a

t2 − c

b− 2
√
at

+ t

)(
t2 − c

b− 2
√
at

)′

dt

Ïîëó÷åíèÿò èíòåãðàë å èíòåãðàë îò ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ, çà-
ùîòî àðãóìåíòèòå íà ôóíêöèÿòà R ñà ðàöèîíàëíè è çàùîòî

ïðîèçâîäíàòà íà ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ ( â ñëó÷àÿ
(

t2−c
b−2

√
at

)′
) å

ñúùî ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ.

(á) Âòîðà ñóáñòèòóöèÿ íà Îéëåð. Òÿ ñå èçïîëçâà, àêî c > 0 è ñå
äàâà ñ ðàâåíñòâîòî:

√
ax2 + bx+ c = xt+

√
c

Íåêà äà èçðàçèì x ÷ðåç t:

√
ax2 + bx+ c = xt+

√
c

ax2 + bx+ c = x2t2 + 2xt
√
c+ c

ax2 + bx = x2t2 + 2xt
√
c

ax+ b = xt2 + 2t
√
c

(a− t2)x = 2t
√
c− b

x =
2t
√
c− b

a− t2

Òàêà èçêàðàõìå:

x =
2t
√
c− b

a− t2

√
ax2 + bx+ c = xt+

√
c =

2t
√
c− b

a− t2
t+

√
c,
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êîåòî ñâåæäà íàøèÿ èíòåãðàë äî:

I =

∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx =

=

∫
R

(
2t
√
c− b

a− t2
,
2t
√
c− b

a− t2
t+

√
c

)
d

(
2t
√
c− b

a− t2

)
=

=

∫
R

(
2t
√
c− b

a− t2
,
2t
√
c− b

a− t2
t+

√
c

)(
2t
√
c− b

a− t2

)′

dt

Ïîëó÷åíèÿò èíòåãðàë å èíòåãðàë îò ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ, çà-
ùîòî àðãóìåíòèòå íà ôóíêöèÿòà R ñà ðàöèîíàëíè è çàùîòî

ïðîèçâîäíàòà íà ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ ( â ñëó÷àÿ
(

2t
√
c−b

a−t2

)′
) å

ñúùî ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ.

(â) Òðåòà ñóáñòèòóöèÿ íà Îéëåð. Òÿ ñå èçïîëçâà, àêî D = b2 −
4ac > 0,ò.å. êîãàòî óðàâíåíèåòî ax2 + bx + c = 0 èìà 2 ðåàëíè
ðàçëè÷íè êîðåíà x1 è x2, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å:

ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2)

Òðåòà ñóáñòèòóöèÿ íà Îéëåð ñå äàâà ñ ðàâåíñòâîòî:
√
ax2 + bx+ c =

√
a(x− x1)(x− x2) = t(x− x1)

Íåêà äà èçðàçèì x ÷ðåç t:√
a(x− x1)(x− x2) = t(x− x1)

a(x− x1)(x− x2) = t2(x− x1)
2

a(x− x2) = t2(x− x1)

ax− ax2 = t2x− t2x1

(a− t2)x = ax2 − t2x1

x =
ax2 − t2x1

a− t2

Òàêà èçêàðàõìå:

x =
ax2 − t2x1

a− t2

√
ax2 + bx+ c =

√
a(x− x1)(x− x2) = t(x− x1) = t(

ax2 − t2x1

a− t2
− x1),
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êîåòî ñâåæäà íàøèÿ èíòåãðàë äî:

I =

∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx =

=

∫
R

(
ax2 − t2x1

a− t2
, t(

ax2 − t2x1

a− t2
− x1)

)
d

(
ax2 − t2x1

a− t2

)
=

=

∫
R

(
ax2 − t2x1

a− t2
, t(

ax2 − t2x1

a− t2
− x1)

)(
ax2 − t2x1

a− t2

)′

dt

Ïîëó÷åíèÿò èíòåãðàë å èíòåãðàë îò ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ, çà-
ùîòî àðãóìåíòèòå íà ôóíêöèÿòà R ñà ðàöèîíàëíè è çàùîòî

ïðîèçâîäíàòà íà ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ ( â ñëó÷àÿ
(

ax2−t2x1

a−t2

)′
)

å ñúùî ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ.

È òóê àç ùå çàÿâÿ, ÷å ñúñ ñóáñòóòóöèèòå íà Îéëåð ìîæåì äà ñìåò-
íåì âñåêè èíòåãðàë îò âèäà:

I =

∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx,

êàòî ïðîìåíëèâàòà x è ðàäèêàëúò
√
ax2 + bx+ c ñà ïîäëoæåíè ñàìî

íà ðàöèîíàëíè äåéñòâèÿ.

Âñå ïàê äà ãî ïðîâåðèì:

(à) a, c > 0 -ìîæåì äà ïîëçâàìå ïúðâà è âòîðà ñóáñòèòóöèÿ íà
Îéëåð ñúñ ñèãóðíîñò

(á) a > 0 > c - ìîæåì äà ïîëçâàìå ïúðâà è òðåòà ñóáñòèòóöèÿ íà
Îéëåð

(â) c > 0 > a - ìîæåì äà ïîëçâàìå âòîðà è òðåòà ñóáñòèòóöèÿ íà
Îéëåð

(ã) a, c < 0 - òóê òðÿáâà äà ïîëçâàìå òðåòà ñóáñòèòóöèÿ íà Îéëåð.
Äîáðå, à àêî ñå ñëó÷è ñå äèñêðèìèíàíòàòà å îòðèöàòåëíà? Åìè
òîãàâà î÷åâèäíî ax2 + bx + c < 0, êîåòî ïúê îçíà÷àâà íÿìà
äîïóñòèìîòî ìíîæåñòâî íå ñúäúðæà ðåàëíè ÷èñëà.

4. Èíòåãðàëè îò áèíîìåí äèôåðåíöèàë ( äèôåðåíöèàëåí áèíîì) èëè
èíòåãðàëè îò âèäà:

I =

∫
xm(a+ bxn)pdx,
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êúäåòî êîåôèöèåíòèòå a, b ñà ïðîèçâîëíè ðåàëíè ÷èñëà,à ñòåïåííè-
òå ïîêàçàòåëè m,n, p ñà ïðîèçâîëíè ðàöèîíàëíè ÷èñëà.

(à) Íåêà p å öÿëî ÷èñëî. Òîãàâà íèå ïîëó÷àâàìå èíòåãðàë îò ïúðâè
òèï ( ñ òÿõ çàïî÷íàõìå ïîäòåìàòà )

(á) Íåêà p íå å öÿëî ÷èñëî, íî m+1
n

å öÿëî ÷èñëî. Òîãàâà ïðàâèì
ñóáñòèòóöèÿòà t = a+ bxn. Ñåãà äà èçðàçèì x ñïðÿìî t:

t = a+ bxn

t− a = bxn

bxn = t− a

xn =
t− a

b

x =

(
t− a

b

) 1
n

dx = d

(
t− a

b

) 1
n

=
1

n

(
t− a

b

) 1
n
−1(

t− a

b

)′

=
1

n

(
t− a

b

) 1
n
−1

1

b
dt

Íåêà ñåãà äà çàìåñòèì â èíòåãðàëà:

I =

∫
xm(a+ bxn)pdx =

∫ ((
t− a

b

) 1
n

)m

tp
(
t− a

b

) 1
n
−1

1

nb
dt =

=
1

nb

∫ (
t− a

b

)m
n

tp
(
t− a

b

) 1
n
−1

dt =
1

nb

∫ (
t− a

b

)m
n
+ 1

n
−1

tpdt =

=
1

nb

∫ (
t− a

b

)m+1
n

−1

tpdt

Ïîíåæå ïîèñêàõìå m+1
n

äà å öÿëî ÷èñëî, òî è m+1
n

− 1 ùå å
öÿëî ÷èñëî, êîåòî ïúê îò ñâîÿ ñòðàíà îçíà÷àâà, ÷å èçðàçúò(
t−a
b

)m+1
n

−1
ùå å ðàöèîíàëåí, òà â ñëó÷àÿ îñòàâàìå ñàìî ñ åäèí

èððàöèîíàëåí èçðàç, à èìåííî tp, êúäåòî p å ðàöèîíàëíî ÷èñëî.
Òîãàâà p = k

l
, êúäåòî k è l ñà öåëè ÷èñëà è íåêà l > 0. Çà äà

ðåøèì èíòåãðàëà, îñòàâà äà íàïðàâèì ïîñëåäíî ïîëàãàíå, a
èìåííî t = ul( òîãàâà tp = (ul)p = (ul)

k
l
) = u

lk
l
) = uk è òîãàâà
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ïîëó÷àâàìå:

I =

∫
xm(a+ bxn)pdx =

1

nb

∫ (
t− a

b

)m+1
n

−1

tpdt =

=
1

nb

∫ (
ul − a

b

)m+1
n

−1

ukd(ul) =
l

nb

∫ (
ul − a

b

)m+1
n

−1

ul+k−1du

Òúé êàòî ïîèñêàõìå m+1
n

äà å öÿëî ÷èñëî, òàêà íàøèÿ èçðàç(
ul−a
b

)m+1
n

−1

å ðàöèîíàëåí è ïîíåæå ul+k−1 å ðàöèîíàëåí (k è

l ñà öåëè ÷èñëà), òî ïîëó÷èõìå, ÷å öÿëàòà ôóíêöèÿ ÷å öÿëà-
òà ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèÿ å ðàöèîíàëíà, à òàêèâà èíòåãðàëè
âå÷å ìîæåì äà ñìÿòàìå.

(â) Íåêà p íå å öÿëî ÷èñëî, m+1
n

íå å öÿëî ÷èñëî, íî m+1
n

+p e öÿëî
÷èñëî. Òîãàâà íåêà äà èçâàäèì xn ïðåä ñêîáè è ïîëó÷àâàìå:

I =

∫
xm(a+ bxn)pdx =

∫
xm
(
xn
(
ax−n + b

))p
dx =

=

∫
xm(xn)p

((
ax−n + b

))p
dx =

∫
xm+np

((
ax−n + b

))p
dx

Ñåãà íåêà äà ïîëîæèì m1 = m + np, n1 = −n, p1 = p è òàêà
ïîëó÷àâàìå:

I =

∫
xm(a+ bxn)pdx =

∫
xm+np

((
ax−n + b

))p
dx =

∫
xm1 ((axn1 + b))p1

Ñåãà ùå ñâåäåì çàäà÷àòà äî ïðåäíèÿ ñëó÷àé, çà òàçè öåë òðÿáâà
äà äîêàæåì, ÷å m1+1

n1
å öÿëî ÷èñëî. Äà ãî ïðîâåðèì:

m1 + 1

n1

=
m+ np+ 1

−n
=

m+ np+ 1

−n
= −

(
m+ 1

n
+ p

)
Ïîíåæå â òîçè ñëó÷àé ñìå ïîèñêàëè m+1

n
+ p äà e öÿëî ÷èñëî,

òî ïîëó÷èõìå, ÷å m1+1
n1

ùå å öÿëî ÷èñëî è âçèìàéêè âïðåäâèä
ïðåäíèÿ ñëó÷àé, íèå çíàåì, ÷å ïîëîãàíåòî ax−n + b = t ùå íè
äîâåäå äî èíòåãðàë, êîéòî ìîæåì äà ñìåòíåì.

Èçîáùî ïðè ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàëè, ñìÿòàìå èíòåãðàëà çà ïðåñìåò-
íàò êàòî íàìåðèì îòãîâîð, èçðàçåí ÷ðåç åäíà èëè íÿêîëêî åëåìåí-
òàðíè ôóíêöèè. Íî íå âèíàãè èíòåãðàëèòå ìîãàò äà ñå ñìåòíàò ïî
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òàêúâ íà÷èí. Äîêàçàíî å, ÷å îñòàíàëèòå èíòåãðàëè îò äèôåðåíöèà-
ëåí áèíîì, íåñïàäàùè êúì íèòî åäèí îò òåçè òðè ñëó÷àÿ, íå ìîãàò
äà áúäàò èçðàçåíè ÷ðåç åëåìåíòàðíè ôóíêöèè. Ðàçáèðà ñå èìà îùå
ìíîãî òàêèâà èíòåãðàëè êàòî íàïðèìåð:∫

ex
2

dx,

∫
sinx2dx, ...

Òàêà ÷å íå âèíàãè êàòî íå ìîæåòå äà ðåøèòå äàäåí èíòåãðàë, òîâà
ñå äúëæè íà íÿêàêúâ âàø ïðîïóñê. Ïðîñòî ïîíÿêîãà èíòåãðàëèòå
íå ìîãàò äà ñå ðåøàò ÿâíî.
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