
23.2.Èíòåãðèðàíå íà òðèãîíîìåòðè÷íè

ôóíêöèè

Ðàöèîíàëíè ôóíêöèè íà sinx è cosx Òîâà ñà ôóíêöèè, êîèòî ó÷àñò-
âàò ñàìî sin(x) è cos(x), êàòî ïîçâîëåíèåòî äåéñòâèÿ ñà ñúáèðàíå, èçâàæ-
äàíå, óìíîæåíèå è äåëåíèå. Íåêà R(sinx, cosx) å ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ
íà sinx è cosx. Íåêà ñåãà äà ñå îïèòàìå äà èíòåãðèðàìå R(sinx, cosx):

I =

∫
R(sinx, cosx)dx

Çà äà ñìåòíåì òîçè èíòåãðàë ìîæåì äà ïîëçâàìå óíèâåðñàëàíàòà ñóáñ-
òèòóöèÿ (òðÿáâà äà å ó÷åíà â ó÷èëèùà) ò.å.:

sinx =
2 tg x

2

1 + tg2 x
2

cosx =
1− tg2 x

2

1 + tg2 x
2

Íåêà äà ïîëîæèì tg x
2

= t, ïîíåæå òðÿáâà ôóíêöèÿòà äà å îáðàòèìà
èñêàìå t ∈

(
−π

2
, π
2

)
. Íåêà ñåãà äà èçðàçèì x ñïðÿìî t:

tg
x

2
= t

x

2
= arctg t

x = 2arctg t

Ñëåä ïîëàãàíåòî çà óíèâåðñàëíàòà ñóáñòèòóöèÿ ïîëó÷àâàìå:

sinx =
2t

1 + t2

cosx =
1− t2

1 + t2
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Ñåãà îñòàâà åäèíñòâåíî äà çàìåñòèì â èíòåãðàëà:

I =

∫
R(sinx, cosx)dx =

∫
R

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
d(2 arctg t) =

=

∫
R

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
2

1 + t2
dt

È êàêâà áåøå öåëòà íà òîâà ïîëàãàíå, åìè ïîëó÷èõìå èíòåãðàë îò ðàöè-
îíàëàíà ôóíêöèÿ, êîèòî âå÷å çíàåì êàê äà ñìåòíåì ( âèæ èíòåãðèðàíå
íà ðàöèîíàëíè ôóíêöèè ).

Äîáðå íÿêîé ùå ïèòà êàêâî ñòàâà, àêî èìàìå ïðèìåðíî sin(5x). Åìè
ìîæåì äà ïîâèæèì ñòåïåíòà è äà ãî äîêàðàìå äî âèäà, êîéòî íè å íóæåí.

sin(5x) = sin(2x+ 3x) = sin(2x) cos(3x) + cos(2x) sin(3x)

Èìà èçâåäåíè ôîðìóëè çà óäâîåí úãúë:

sin(2x) = 2 sin x cosx

cos(2x) = cos2(x)− sin2(x)

È ïîëó÷àâàìå:

sin(5x) = sin(2x+ 3x) = sin(2x) cos(3x) + cos(2x) sin(3x)

Ðàçáèðà ñå èìà ôîðìóëè çà sin(3x) è cos(3x), êîèòî ìîæå äà ñè èçâåäåòå
èëè äà ãè çàïîìíèòå:

sin(3x) = 3 sin x− 4 sin3 x

cos(3x) = −3 cosx+ 4 cos3 x

Ñåãà îñòàâà åäèíñòâåíî äà çàìåñòèì:

sin(5x) = sin(2x+ 3x) = sin(2x) cos(3x) + cos(2x) sin(3x) =

= 2 sinx cosx(−3 cosx+ 4 cos3 x) + (cos2 x− sin2 x)(3 sinx− 4 sin3 x)

È ùå ñâåäåì çàäà÷àòà êúì ðåøàâàíå íà èíòåãðàë îò ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ

íà sinx è cosx. Àíàëîãè÷íî êàòî èìàìå tg(x) =
2 tg x

2

1−tg2 x
2
è ïàê äà çàìåñòèì.

È òàêà íàòàòúê. Òîâà íå å ìíîãî áúðç ìåòîò, íî êàêòî ñå êàçâà å ñèãóðåí.
Ò.å. àêî èìàìå ðàöèîíàëàíà ôóíêöèÿ íà sin kx, cosmx, tg lx, cotg px, êú-
äåòî k,m,l,p ñà öåëè öîíñòàíòè, ùå ìîæåì äà ñìåòíåì èíòåãðàë îò òàçè
ôóíêöèÿ. Ðàçáèðà ñå ïðåäè äà ñå õâúðëèì äà ñìÿòàìå êàòî íåíîðìàëíè
å õóáàâî äà ñè ïî-ìèñëèì äàëè íÿìà íà÷èí äà èçáåãíåì òàçè îãðîìíà
ñìåòêà.
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×àòíè ñëó÷àè Äà ðàçãëåäàìå ìàëêî ÷àñòíè ñëó÷àè. ÍåêàR(sinx, cosx)
e ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ íà sinx è cosx:

1. Àêî R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx) ïîëàãàìå t = cosx è âíàñÿìå
sinx ïîä äèôåðåíöèàëà

2. Àêî R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx) ïîëàãàìå t = sinx è âíàñÿìå
cosx ïîä äèôåðåíöèàëà

3. Àêî R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx) ïîëàãàìå t = tg x è âíàñÿìå
1

cos2 x
ïîä äèôåðåíöèàëà

È íà êðàÿ åäíà ëåìè÷êà, çà èíòåãðèðàíå íà îáðàòíèòå êðúãîâè ôóí-
êöèè è íàòóðàëåí ëîãàðèòúì:

Ëåìà 23.2.1: Íåêà A(x) ∈ {lnx, arccosx, arcsinx, arctg x, arccotg x}, a
R(x) e äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ. Òîãàâà èíòåãðàëúò:∫

R′(x)A(x)dx =

∫
A(x)dR(x) = R(x)A(x)−

∫
R(x)dA(x) =

= R(x)A(x)−
∫

R(x)A′(x)dx

È òóê íàñòàâà âúïðîñúò êàêâî õóáàâî íåùî èìà â òîâà, êîåòî ïîëó÷èõìå.
Ìíîãî ïðîñòî - íèå ïîëó÷èõìå A′(x), êîåòî â íàøèÿ ñëó÷àé å:

(lnx)′ =
1

x

(arcsinx)′ = −(arccosx)′ =
1√

1− x2

(arctg x)′ = −(arccotg x)′ =
1

1 + x2
,

êîåòî êàêòî çàáåëÿçâàìå ãè ñâåæäà èëè äî ðàöèîíàëíè èëè äî èðàöèî-
íàëíè ïîäèíòåãðàëíè ôóíêöèè. Êàòî âå÷å îáÿñíèõìå êàê ñå ñìÿòàò ðà-
öèîíàëíèòå, å çà èððàöèîíàëíèòå ùå ðàçáåðåì â ñëåäâàùàòà ïîä÷àñò.
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