
23.1.Èíòåãðèðàíå íà ðàöèîíàëíè ôóíêöèè

Çàïî÷âàìå ñ ïðèïîìíÿíå íà íÿêîè îò ó÷èëèùíèòå çíàíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 23.1.1: Ïîëèíîì îò n-òà ñòåïåí íàðè÷àìå ôóíêöèÿ îò
âèäà:

Pn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + ..+ aix
n−i + ..+ an−1x+ an,

êúäåòî ai ∈ R çà 1 ≤ i ≤ n è a0 ̸= 0.

Îïðåäåëåíèå 23.1.2: Íåêà Pn è Qm ñà ïîëèíîìè ñúîòâåòíî îò ñòåïåí
n è m. Òîãàâà ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ íàðè÷àìå ôóíêöèÿ îò âèäà:

R(x) =
Pn(x)

Qm(x)

Îïðåäåëåíèå 23.1.3: Íåêà Pn è Qm ñà ïîëèíîìè ñúîòâåòíî îò ñòåïåí
n èm. Òîãàâà ïðàâèëíà ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ íàðè÷àìå ôóíêöèÿ îò âèäà:

R(x) =
Pn(x)

Qm(x)
,

êúäåòî n < m.

Îïðåäåëåíèå 23.1.4: Íåêà Pn è Qm ñà ïîëèíîìè ñúîòâåòíî îò ñòåïåí
n èm. Òîãàâà ïðàâèëíà ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ íàðè÷àìå ôóíêöèÿ îò âèäà:

R(x) =
Pn(x)

Qm(x)
,

êúäåòî n ≥ m.
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Ïðåäïîëàãàì, ÷å å ÿñíî, ÷å âñÿêà íåïðàâèëíà ðàöèîíàëííà ôóíêöèÿ
ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ïîëèíîì + ïðàâèëíà ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ
ò.å.

R(x) = Pm−n(x) +
Ps(x)

Qm(x)
= Pm−n(x) +R1(x),

êúäåòî s < m, a Pm−n å ïîëèíîì îò ñòåïåí n−m.

Òåîðåìà 23.1.1: Âñåêè ïîëèíîì ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà:

Pn(x) = a0(x− x1)
α1 ...(x− xk)

αk(x2 + p1x+ q1)
β1 ..(x2 + pmx+ qm)

βm ,

êúäåòî αi, βj ∈ N, ça i = 1..k, j = 1..m. Êàòî ðàçáèðà ñå ïîëèíîìèòå
ïîëèíîìèòå îò âòîðà ñòåïåí ñà íåðàçëîæèìè ò.å. D = p2j − 4qj < 0 è
α1+...+αk+2(β1+...+βm) = n. Îñâåí òîâà âñåêè ïîëèíîì èìà åäèíñòâåíî
òàêîâà ïðåäñòàâÿíå. Òàçè òåîðåìà å ñëåäñòâèå îò Îñíîâíà òåîðåìà íà
àëãåáðàòà è êàêòî âåðîÿòíî ñå äîñåùàòå, íÿìà äà ÿ äîêàçâàìå, çàùîòî ñå
äîêàçâà â êóðñà ïî Ëèíåéíà àëãåáðà.

Îò òàçè òåîðåìà ñëåäâà, ÷å R1(x) èìà ïðåäñòàâÿíå îò âèäà:

R1(x) =
Ps(x)

(x− x1)α1 · · · (x− xk)αk(x2 + p1x+ q1)β1 · · · (x2 + pmx+ qm)βl

Òåîðåìà 23.1.2: Íåêà R1(x) =
Ps(x)
Qm(x)

e ïðàâèëíà ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ:

R1(x) =
Ps(x)

(x− x1)α1 · · · (x− xk)αk(x2 + p1x+ q1)β1 · · · (x2 + plx+ ql)βl

Òîãàâà òÿ ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà:
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R1(x) =

[
A11

x−x1
+ A12

(x−x1)2
+ · · · +

A1α1

(x−x1)α1

]
+

+

[
A21

x−x2
+ A22

(x−x2)2
+ · · · +

A2α2

(x−x2)α2

]
+

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . +

+

[
Ak1

x−xk
+ Ak2

(x−xk)2
+ · · · +

Akαk

(x−xk)
αk

]
+

+

[
M11x+N11

x2+p1x+q1
+ M12x+N12

(x2+p1x+q1)2
+ · · · +

M1β1
x+N1β1

(x2+p1x+q1)β1

]
+

+

[
M21x+N21

x2+p2x+q2
+ M22x+N22

(x2+p2x+q2)2
+ · · · +

M2β2
x+N2β2

(x2+p2x+q2)β2

]
+

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . +

+

[
Ml1x+Nl1

x2+plx+ql
+ Ml2x+Nl2

(x2+plx+ql)2
+ · · · +

Mlβ1
x+Nlβ1

(x2+plx+ql)
βl

]
,

êúäåòî Aij,Mst, Nst ñà íåèçâåñòíè ðåàëíè êîíñòàíòè çà 1 ≤ i ≤ k,1 ≤ j ≤
αi, 1 ≤ s ≤ l, 1 ≤ t ≤ βs,. Òå ñå íàìèðàò ïî ìåòîäà íà íåîïðåäåëåíèòå
êîåôèöèåíòè

1. ïðèâåæäàìå äÿñíàòà ÷àñò ïîä îáù çíàìåíàòåë

2. óìíîæàâàìå äâåòå ñòðàíè ñ òàêà ïîëó÷åíèÿ îáù çíàìåíàòåë

3. ãðóïèðàìå ìîíîìèòå îò åäíà è ñúùà ñòåïåí è èçâàæäàìå êîåôèöè-
åíòèòå èì ïðåä ñêîáè

4. ïðèðàâíÿâàìå êîåôèöèåíòèòå îò äâåòå ñòðàíè íà òúæäåñòâîòî

5. ðåøàâàìå ñèñòåìàòà è íàìèðàìå íåèçâåñòíèòå êîåôèöèåíòè

Ðàçáèðà ñå ìîæåì äà çàïèøåì èçðàçà ãîðå ñúêðàòåíî:

R1(x) =
k∑

i=1

αi∑
j=1

Aij

(x− xi)j
+

l∑
s=1

βs∑
t=1

Mstx+Nst

(x2 + psx+ qs)t
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Ïðèìåð 23.1.1: Òàêà ïîëó÷èõìå, ñëåäíèÿ îáù âèä çà åäíà ðàöèîíàë-
íà ôóíêöèÿ:

R(x) = P (x) +
k∑

i=1

αi∑
j=1

Aij

(x− xi)j
+

l∑
s=1

βs∑
t=1

Mstx+Nst

(x2 + psx+ qs)t
,

êúäåòî Pm−n(x) å ïîëèíîì. Íåêà n1 = m−n. Ñåãà òðÿáâà äà èíòåãðèðàìå
òàçè ôóíêöèÿ:∫

R(x)dx =

∫
Pn1

(x)dx+

∫ [ k∑
i=1

αi∑
j=1

Aij

(x− xi)j

]
dx+

∫ [ l∑
s=1

βs∑
t=1

Mstx+Nst

(x2 + psx+ qs)t

]
dx =

=

∫
Pn1

(x)dx+

k∑
i=1

αi∑
j=1

∫
Aij

(x− xi)j
dx+

l∑
s=1

βs∑
t=1

∫
Mstx+Nst

(x2 + psx+ qs)t
dx,

T.e. çà íàìåðèì èíòåãðàë îò ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ òðÿáâà äà ìîæåì äà
ñìÿòàìå èíòåãðàëèòå:

I1 =

∫
Pn1(x)dx

I2 =

∫
A

(x− a)n
dx

I3 =

∫
Mx+N

(x2 + px+ q)n
dx,

Íàäÿâàì ñå, ÷å ñòå çàáåëÿçàëè, ÷å ñúì ñìåíèëà íàèìåíîâàíèÿòà íà êîíñ-
òàíòèòå çà ïî-êðàòêî çàïèñâàíå. Ñåãà äà çàïî÷íåì ñ íàé-ëåñíèÿ èíòåãðàë:

I1 =

∫
Pn1(x)dx =

∫
[a0x

n1 + a1x
n1−1 + ..+ aix

n1−i + ..+ an1−1x+ an1 ]dx =

=

∫ [ n1∑
i=0

aix
n1−idx

]
=

n∑
i=0

∫
aix

n1−idx =

n1∑
i=0

ai

∫
xn1−idx =

=

n1∑
i=0

ai
1

n1 − i+ 1
xn1−i+1 + C =

n1∑
i=0

ai
n1 − i+ 1

xn1−i+1 + C

Ñåãà äà ñìåòíåì I2 ïðè n = 1:

I2 =

∫
A

(x− a)
dx = A

∫
1

(x− a)
dx = A

∫
1

(x− a)
d(x− a) =

= A ln |x− a|+ C

4



Ñëåäâàùîòî, êîåòî ùå ñìåòíåì å I2 ïðè n ̸= 1:

I2 =

∫
A

(x− a)n
dx = A

∫
1

(x− a)n
dx = A

∫
(x− a)−nd(x− a) =

=
A

1− n
(x− a)1−n + C

Ñåãà ïðåäïîëàãàì ñòå ðàçáðàëè çàùî èìà ðàçëèêà äàëè n = 1 èëè n ̸= 1.

Ñëåäâàùèÿò èíòåãðàë, êîéòî òðÿáâà äà ñìåòíåì å:

I3 =

∫
Mx+N

(x2 + px+ q)n
dx,

Çà òàçè öåë äà ðàçãëåäàìå çíàìåíàòåëÿ îòäåëíî:

x2 + px+ q = x2 + 2
p

2
x+

p2

4
+ q − p2

4
=
(
x+

p

2

)
+ q − p2

4

Íåêà äà ïîëîæèì t = x+ p
2
èëè x = t− p

2
. Òîâà ïîëàãàíå å èçâåñòíî êàòî

ñóáñòèòóöèÿ íà Õîðíåð. Òîãàâà çà çíàìåíàòåëÿò ïîëó÷àìå:

x2 + px+ q =
(
x+

p

2

)
+ q − p2

4
= t2 + q − p2

4
== t2 +

4q − p2

4

Ïîíåæå çíàåì, ÷å ïîëèíîìúò x2+px+q e íåðàçëîæèì, òî D = p2−4q < 0.
Íåêà d2 = 4q−p2

4
≥ 0. Ñåãà ñâåäîõìå èçõîäíèÿ èíòåãðàë äî:

I3 =

∫
Mx+N

(x2 + px+ q)n
dx =

∫
M(t− p

2
) +N

(t2 + d2)n
d
(
t− p

2

)
=

∫
M(t− p

2
) +N

(t2 + d2)n
dt =

=

∫
Mt+N −M p

2

(t2 + d2)n
dt =

∫
Mt

(t2 + d2)n
dt+

∫
N −M p

2

(t2 + d2)n
dt =

= M

∫
t

(t2 + d2)n
dt+

(
N −M

p

2

)∫ 1

(t2 + d2)n
dt

1. Íåêà äà ïðåñìåòíåì èíòåãðàëà I3 ïðè n = 1:

I3 =

∫
Mx+N

x2 + px+ q
dx = M

∫
t

t2 + d2
dt+

(
N −M

p

2

)∫ 1

t2 + d2
dt
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Ñåãà çà äà ñìåòíåì ïúðâèÿ èíòåãðàë âíàñÿìå t ïîä çíàêà íà äèôå-
ðåíöèàëà, à çà âòîðèÿ ïðèëàãàìe îò ïðåäíàòà ñëåäíàòà ôîðìóëà (
äîêàçàíà å â òåìà 22 ):∫

1

a2 + x2
dx =

1

a
arctg

(x
a

)
+ C

Òàêà ïîëó÷àâàìå:

I3 = M

∫
t

t2 + d2
dt+

(
N −M

p

2

)∫ 1

t2 + d2
dt =

=
M

2

∫
1

t2 + d2
d(t2) +

(
N −M

p

2

) 1

d
arctg

(
t

d

)
+ C =

=
M

2

∫
1

t2 + d2
d(t2 + d2) +

(
N −M

p

2

) 1

d
arctg

(
t

d

)
+ C =

=
M

2
ln(t2 + d2) +

N −M p
2

d
arctg

(
t

d

)
+ C

Ñåãà îñòàâà äà íå çàáðàâèì äà çàìåñòèì t = x + p
2
è d =

√
4q−p2

4
=

√
4q−p2

2
:

I3 =
M

2
ln

[(
x+

p

2

)2
+

4q − p2

4

]
+

N −M p
2√

4q−p2

2

arctg

 x+ p
2√

4q−p2

2

+ C =

=
M

2
ln

[(
x+

p

2

)2
+

4q − p2

4

]
+

2N −Mp√
4q − p2

arctg

(
2x+ p√
4q − p2

)
+ C.

2. Íåêà n ̸= 1.

I3 = M

∫
t

(t2 + d2)n
dt+

(
N −M

p

2

)∫ 1

(t2 + d2)n
dt

Ñåãà ùå ñìåòíåì äâàòà èíòåãðàëà ïî-îòäåëíî. Çà äà ñìåòíåì ïúðâèÿ
èíòåãðàë âíàñÿìå t ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà:

J =

∫
t

(t2 + d2)n
dt =

1

2

∫
1

(t2 + d2)n
d(t2) ==

1

2

∫
1

(t2 + d2)n
d(t2 + d2) =

=
1

2

∫
(t2 + d2)−nd(t2 + d2) =

1

2(1− n)
(t2 + d2)1−n + C,
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Ïîñëåäíîòî, êîåòî îñòàíà äà ñìåòíåì å:

Kn =

∫
1

(t2 + d2)n
dt

Çà öåëòà ùå çàìåñòèì 1 = d2+t2−t2

d2

Kn =

∫
1

(t2 + d2)n
dt =

1

d2

∫
d2 + t2 − t2

(t2 + d2)n
dt =

=
1

d2

(∫
d2 + t2

(t2 + d2)n
dt−

∫
t2

(t2 + d2)n
dt

)
=

=
1

d2

(∫
1

(t2 + d2)n−1
dt−

∫
t

t

(t2 + d2)n
dt

)
=

=
1

d2

(
Kn−1 −

∫
t

t

(t2 + d2)n
dt

)
Ñåãà âíàñÿìå t ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà âúâ âòîðèÿ èíòåãðàë è
ñëåä òîâà ïðàâèì èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè:

Kn =
1

d2

(
Kn−1 −

∫
t

t

(t2 + d2)n
dt

)
=

=
1

d2

(
Kn−1 −

1

2

∫
t

(t2 + d2)n
dt2
)

=

=
1

d2

(
Kn−1 −

1

2

∫
t(t2 + d2)−nd(t2 + d2)

)
=

=
1

d2

(
Kn−1 −

1

2(1− n)

∫
td(t2 + d2)1−n

)
=

=
1

d2

(
Kn−1 −

1

2(1− n)

[
t(t2 + d2)1−n −

∫
(t2 + d2)1−ndt

])
=

=
1

d2

(
Kn−1 −

t(t2 + d2)1−n

2(1− n)
+

1

2(1− n)

∫
(t2 + d2)1−ndt

)
=

=
1

d2

(
Kn−1 −

t

2(1− n)(t2 + d2)n−1
+

1

2(1− n)
Kn−1 +D

)
=

=
1

d2

((
1 +

1

2(1− n)

)
Kn−1 −

t

2(1− n)(t2 + d2)n−1
+D

)
=

=
3− 2n

2d2(1− n)
Kn−1 −

t

2d2(1− n)(t2 + d2)n−1
+ E
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Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å Kn = F (t) + GKn− 1 è ìîæåì ðåêóðåíòíî
íà ïðåñìÿòàìå èíòåãðàëèòå îò ïî-íèñêèòå ñòåïåíè. Çà âàøà ðàäîñò
òîâà íÿìàì íàìåðåíèå äà ãî ïðàâÿ, òúé êàòî çàïèñâàíåòî íÿìà äà
íè äîâåäå äî êîé çíàå êàêâî.

Ïðåäïîëàãàì, ÷å âñåêè áè ñè êàçàë êàê ùå çàïîìíÿ òåçè ôîðìóëè. Äîá-
ðàòà íîâèíà å, ÷å íå òðÿáâà äà ãè ïîìíèì, à ïðîñòî äà ãè ïðåèçâåæäàìå
âñåêè ïúê ïî òîçè ìåòîä. Òà àêî íå ñå ñåùàìå íÿêàêâà õèòðèíêà, ÷ðåç
êîÿòî äà ñå ñïðàâèì ñ èíòåãðèðàíåòî ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ, òðÿáâà äà
çíàåì, ÷å âèíàãè èìà ìåòîä, êîéòî ùå ïîäåéñòâà.

8


