
21.Èçïúêíàëè ôóíêöèè. Êðèòåðèè çà

èçïúêíàëîñò

Îïðåäåëåíèå 21.1 (Èçïúêíàëà ôóíêöèÿ): Êàçâàìå, ÷å f e èçïúê-
íàëà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà△, àêî âñÿêà îòñå÷êà, ñâúðçâàùà äâå ðàçëè÷íè

òî÷êè îò ãðàôèêàòà íà f , å ëåæè íàä ãðàôèêàòà íà f â èíòåðâàëà △.

Îïðåäåëåíèå 21.2 (Âäëúáíàòà ôóíêöèÿ): Êàçâàìå, ÷å f e âäëúá-
íàòà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà△, àêî âñÿêà îòñå÷êà, ñâúðçâàùà äâå ðàçëè÷íè

òî÷êè îò ãðàôèêàòà íà f , å ëåæè ïîä ãðàôèêàòà íà f â èíòåðâàëà △.

Òåîðåìà 21.1: Ôóíêöèÿòà f(x) e èçïúêíàëà â èíòåðâàëà △ òîãàâà è

ñàìî òîãàâà, êîãàòî

1. çà âñÿêî x ∈ [x1, x2] ⊆ △ å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî:

f(x) ≤ x− x2

x1 − x2

f(x1) +
x− x1

x2 − x1

f(x2).

2. çà âñÿêî x1, x2 ∈ △ è çà âñåêè èçáîð íà p1, p2 ≥ 0, òàêèâà ÷å p1+p2 =
1, e èçïúëíåíî

f(p1x1 + p2x2) ≤ p1f(x1) + p2f(x2).

3. çà x ∈ (x1, x2) ⊆ △ e èçïúëíåíî

f(x)− f(x1)

x− x1

≤ f(x)− f(x2)

x− x2

.
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Äîêàçàòåëñòâî:

1. Íåêà äà ðàçãëåäàìå òî÷êèòå A1(x1, f(x1)) è A2(x2, f(x2)), êîèòî ëå-
æàò íà ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f . Òîãàâà óðàâíåíèåòî íà ïðàâàòà
l, êîÿòî ìèíàâà ïðåç òÿõ, èìà ñëåäíèÿ âèä:

l : y =
x− x2

x1 − x2

f(x1) +
x− x1

x2 − x1

f(x2),

a óðàâíåíèåòî íà îòñå÷êàòà A1A2 e

l : y =
x− x2

x1 − x2

f(x1) +
x− x1

x2 − x1

f(x2), x ∈ [x1, x2].

Âçåìàéêè âïðåäâèä îïðåäåëåíèåòî çà èçïúêíàëà ôóíêöèÿ, ïîëó÷à-

âàìå

f(x) ≤ x− x2

x1 − x2

f(x1) +
x− x1

x2 − x1

f(x2).

2. Ïîëàãàìå

p1 =
x− x2

x1 − x2

, p2 =
x− x1

x2 − x1

.

ßñíî å, ÷å p1, p2 ≥ 0, òúé êàòî x1 ≤ x ≤ x2. Ïðîâåðÿâàìå óñëîâèåòî

çà ñáîðà íà p1 è p2:

p1 + p2 =
x− x2

x1 − x2

+
x− x1

x2 − x1

= 1

Ïîñëåäíî èçðàÿâàìå x îò ïîëàãàíåòî çà p1 ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

x = x2 + p1(x1 − x2) = p1x1 + (1− p1)x2 = p1x1 + p2x2.

Ñ òîâà äîêàçàõìå âòîðà òî÷êà îò òåîðåìàòà.

3. Îò òî÷êà 1. ñëåäâà, ÷å(
x− x2

x1 − x2

+
x− x1

x2 − x1

)
f(x) = f(x) ≤ x− x2

x1 − x2

f(x1) +
x− x1

x2 − x1

f(x2).

Ñëåäîâàòåëíî

x− x2

x1 − x2

[f(x)− f(x1)] ≤
x− x1

x2 − x1

[f(x2)− f(x)] .

Òúé êàòî x1 < x < x2, òî ïîëó÷àâàìå

f(x)− f(x1)

x− x1

≤ f(x2)− f(x)

x2 − x

çà âñÿêî x ∈ (x1, x2). ■
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Òåîðåìà 21.2: Äèôåðåíöèðóåìàòà ôóíêöèÿ f(x) å èçïúêíàëà ⇐⇒
f ′(x) å ìîíîòîííî ðàñòÿùà.

Ñëåäñòâèå 21.1: Äâà ïúòè äèôåðåíöèðóåìàòà ôóíêöèÿ f(x) å èçïúê-
íàëà ⇐⇒ f ′′(x) ≥ 0.

Ùå äîêàæåì ïîäîáíè òâúðäåíèÿ çà âäëúáíàòè ôóíêöèè. Çà öåëòà ùå

èçïîëçâàìå ñëåäíîòî òâúðäåíèå:

Òâúðäåíèå 21.1: f(x) å èçïúêíàëà ⇐⇒ −f(x) e âäëúáíàòà.

Äîêàçàòåëñòâî:
Ñëåäâà äèðåêòíî îò îïðåäåëåíèåòî çà âäëúáíàòîñò è èçïúêíàëîñò.■

Òåîðåìà 21.3: Äèôåðåíöèðóåìàòà ôóíêöèÿ f(x) å âäëúáíàòà ⇐⇒
f ′(x) å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà.

Äîêàçàòåëñòâî:
Äèôåðåíöèðóåìàòà ôóíêöèÿ f(x) å âäëúáíàòà ⇐⇒ äèôåðåíöèðóåìàòà

ôóíêöèÿ −f(x) å èçïúêíàëà⇐⇒ (−f(x))′ = −f ′(x) å ìîíîòîííî ðàñòÿùà
⇐⇒ f ′(x) å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà. ■

Ñëåäñòâèå 21.2: Äâà ïúòè äèôåðåíöèðóåìàòà ôóíêöèÿ f(x) å âäëúá-
íàòà ⇐⇒ f ′′(x) ≤ 0.

Òåîðåìà 21.4: Äèôåðåíöèðóåìàòà ôóíêöèÿ f(x) å èçïúêíàëà, àêî ñå
íàìèðà íàä âñÿêà ñâîÿ äîïèðàòåëíà.

Òâúðäåíèå 21.2: Íåêà f(x) å âäëúáíàòà â (0,+∞), f(0) = 0, òîãàâà
f(x)
x

å íàìàëÿâàùà.

Íåðàâåíñòâî íà Þíã: Íåêà íåðàâåíñòâàòà a, b > 0, p, q > 1 è 1
p
+ 1

q
=

1 ñà èçïúëíåíè. Òîãàâà ab ≤ ap

p
+ aq

q
.
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Äîêàçàòåëñòâî:
Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = ex. Ïîíåæå f ′(x) = (ex)′ = ex è f ′′(x) =
ex > 0, òî f(x) å èçïúêíàëà ôóíêöèÿ. Òîãàâà ïî òî÷êà 2 îò òåîðåìà 21.1
âñåêè èçáîð íà 1

p
> 0, 1

q
= 1− 1

p
> 0 å èçïúëíåíî, ÷å:

e
1
p
x1+

1
q
x2 ≤ 1

p
ex1 +

1

q
ex2 .

Íåêà ex1 = ap è ex2 = bq. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå ñëåä ëîãàðèòìóâàíå íà äâåòå
ñòðàíè x1 = ln(ex1) = ln(ap) = p ln a è x2 = ln(ex2) = ln(bq) = q ln b.
Ñëåäîâàòåëíî

e
1
p
p ln a+ 1

q
q ln b ≤ 1

p
ex1 +

1

q
ex2 =

1

p
ap +

1

q
bq

Ñåãà äà ïðåñìåòíåì ëÿâàòà ñòðàíà:

e
1
p
p ln a+ 1

q
q ln b = eln a+ln b = eln ab = ab

Òàêà äîêàçàõìå íåðàâåíñòâîòî:

ab ≤ ap

p
+

aq

q

ïðè óñëîâèÿ a, b > 0, p, q > 1 è 1
p
+ 1

q
= 1. ■.

Íåðàâåíñòâî íà Õüîëäåð: Çà ïðîèçâîëíè ïîëîæèòåëíè ðåàëíè ÷èñ-
ëà a1, a2, ..., an è b1, b2, ..., bn e èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî:

n∑
i=1

aibi ≤

(
n∑

i=1

api

) 1
p
(

n∑
i=1

bqi

) 1
q

Äîêàçàòåëñòâî:
Íåêà äà ïîëîæèì

Ai =
ai

(
n∑

i=1

api )
1
p

, 1 ≤ i ≤ n

Bi =
bi

(
n∑

i=1

bqi )
1
q

, 1 ≤ i ≤ n.

4



Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å Ai, Bi > 0, çàùîòî ai, bi > 0. Íåêà p, q > 1 è 1
p
+ 1

q
= 1.

Òàêà óñëîâèÿòà â íåðàâåíñòâîòî íà Þíã ñà èçïúëíåíè è ïîëó÷àâàìå:

AiBi ≤
Ap

i

p
+

Bq
i

q
, 1 ≤ i ≤ n.

Ñúáèðàìå âñè÷êè íåðàâåíñòâà è ïîëó÷àâàìå:

n∑
i=1

(AiBi) ≤

n∑
i=1

Ap
i

p
+

n∑
i=1

Bq
i

q
.

Ñåãà äà ïðåñìåòíåì äÿñíàòà ñòðàíà íà ïîëó÷åíîòî íåðàâåíñòâî:

n∑
i=1

Ap
i =

n∑
i=1

 ai

(
n∑

i=1

api )
1
p


p

=
n∑

i=1

 api(
(

n∑
i=1

api )
1
p

)p

 =
n∑

i=1

 api
n∑

i=1

api

 =

=
1

n∑
i=1

api

n∑
i=1

api = 1.

n∑
i=1

Bq
i =

n∑
i=1

 bi

(
n∑

i=1

bqi )
1
q


q

=
n∑

i=1

 bqi(
(

n∑
i=1

bqi )
1
q

)q

 =
n∑

i=1

 bqi
n∑

i=1

bqi

 =

=
1

n∑
i=1

bqi

n∑
i=1

bqi = 1.

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å

n∑
i=1

(AiBi) ≤

n∑
i=1

Ap
i

p
+

n∑
i=1

Bq
i

q
=

1

p
+

1

q
= 1.

è ñëåäîâàòåëíî

1 ≥
n∑

i=1

(AiBi) =
n∑

i=1

ai

(
n∑

i=1

api )
1
p

bi

(
n∑

i=1

bqi )
1
q

=
1

(
n∑

i=1

api )
1
p

1

(
n∑

i=1

bqi )
1
q

n∑
i=1

aibi.
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Òàêà ïîëó÷èõìå:

n∑
i=1

aibi ≤

(
n∑

i=1

api

) 1
p
(

n∑
i=1

bqi

) 1
q

,

êîåòî ñå îïèòâàõìå äà äîêàæåì. ■

Íåðàâåíñòâî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè-Øâàðö: Çà ïðîèçâîëíè ðåàë-
íè ÷èñëà a1, a2, ..., an è b1, b2, ..., bn e èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî:(

n∑
i=1

aibi

)2

≤

(
n∑

i=1

a2i

)(
n∑

i=1

b2i

)

Çàáåëåæêà: Íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè-Øâàðö å ÷àñòåí ñëó-

÷àé íà íåðàâåíñòâîòî íà Õüîëäåð ïðè p = q = 2.

Íåðàâåíñòâî íà Éåíñåí: f(x) : R → R å èçïúêíàëà â èíòåðâàëà △
⇐⇒ àêî çà âñåêè íàáîð îò n ÷èñëà x1, x2, . . . , xn ∈ △ äà ñúùåñòâóâàò

÷èñëà q1, q2, . . . , qn ≥ 0 ñúñ ñóìà q1 + q2 + · · · + qn = 1, òàêèâà ÷å äà å â
ñèëà íåðàâåíñòâîòî:

q1f(x1) + q2f(x2) + · · ·+ qnf(xn) ≥ f (q1x1 + q2x2 + · · ·+ qnxn)
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