
2. Ðåàëíè ÷èñëà. Òî÷íà ãîðíà è äîëíà

ãðàíèöà

×èñëîâè ìíîæåñòâà ×èñëàòà ñà âúçíèêíàëè îùå â äðåâíè âðåìåíà.
Ïúðâî ñà ñå ïîÿâèëè åñòåñòâåíèòå ÷èñëà. Òå ñå èçïîëçâàò â îíåçè âðåìåíà
îñíîâíî çà áðîåíå. Ìíîæåñòâîòî îò åñòåñòâåíèòå ÷èñëà ñå áåëåæè ñ:

N = {1, 2, 3, ...}.

Àêî ñúáåðåì 2 åñòåñòâåíè ÷èñëà ïîëó÷àâàìå åñòåñòâåíî ÷èñëî. Íî ðå-
øåíèåòî íà óðàâíåíèåòî a + x = b íå å çàäúëæèòåëíî äà å åñòåñòâåíî
÷èñëî. Íàïðèìåð 3+ x = 2 íÿìà ðåøåíèå â åñòåñòâåíè ÷èñëà. Òîâà íàëà-
ãà ïîÿâÿâàòà íà îòðèöàòåëíèòå ÷èñëà. Íà âñÿêî ÷èñëî n ∈ N ñúïîñòàâÿìå
-n, òàêîâà ÷å n + (−n) = (−n) + n = 0. Òàêà êàòî âçåìåì åñòåñòâåíèòå,
îòðèöàòåëíèòå è 0 ïîëó÷àâàìå ìíîæåñòâîòî íà öåëèòå ÷èñëà Z ò.å.

Z = {...,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, ...}.

Ñåãà óðàâíåíèåòî a+x = b èìà âèíàãè ðåøåíèå â ìíîæåñòâîòî íà öåëèòå
÷èñëà. Íî íåêà äà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî a · x = b. Òî íå âèíàãè èìà
ðåøåíèå â ìíîæåñòâîòî Z. Íàïðèìåð ðåøåíèåòî íà 3 · x = 2 íå å öÿëî
÷èñëî. Âúçíèêâà íóæäà çà äîïúëíèòåëíî ðàçøèðÿâàíå íà ìíîæåñòâîòî
íà öåëèòå ÷èñëà - ïîÿâÿâà ñå ìíîæåñòâîòî íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà (Q).
Òîâà ñà ÷èñëà îò âèäà p

q
, êúäåòî p, q ∈ Z è q ̸= 0. Ñåãà äà ñå çàìèñëèì

çíàåì îò ó÷èëèùå, ÷å 1
2
= 2

4
= 3

6
, à îò ïðåäíàòà òåìà íè å èçâåñòíî, ÷å

ìíîæåñòâîòî íå ìîæå äà èìà ïîâòàðÿùè ñå åëåìåíòè. Êàêâî ùå ïðàâèì
òîãàâà? Ìíîãî ïðîñòî - çà äà èìàìå åäèíñòâåíî ñðåùàíå íà âñåêè îò
åëåìåíòèòå, òðÿáâà äà îãðàíè÷èì ïî íÿêàêàêúâ íà÷èí p è q. Íåêà äðîáòà
p
q
å íåñúêðàòèìà ò.å. ÍÎÄ( íàé-ãîëåìèÿò îáù äåëèòåë) íà p è q å 1.

Ïîñëåäíîòî ñå çàïèñâà âúâ âèäà (p, q) = 1. Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å

Q = {p
q
|p, q ∈ Z, (p, q) = 1}.
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Ñåãà äà ñå âúðíåì âúâ âðåìåíàòà íà Ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà. Åäèí íåùàñ-
òíèê ïîëåòÿë îò ëîäêà, çàùîòî çàïèòàë Ïèòàãîð êàêâà å òðåòàòà ñòðàíà
íà ïðàâîúãúëåí òðèúãúëíèê ñ êàòåòè 1 è 1.

x2 = 12 + 12 = 2

Ñåãà äà ïðîâåðèì âñå ïàê, ÷å íàèñòèíà ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî x2 =
12 + 12 = 2 íå å ðàöèîíàëíî ÷èñëî.

Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî, ò.å ÷å ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî x2 = 2 å
ðàöèîíàëíî ÷èñëî, ò.å. x èìà ïðåäñòàâÿíå îò âèäà x = p

q
, q ̸= 0, (p, q) = 1.

Òîãàâà çàìåñòâàìå â óðàâíåíèåòî è ïîëó÷àâàìå (p
q
)2 = 2 =⇒ p2 = 2q2.

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å p2 ñå äåëè íà 2 ò.å. p ñå äåëè íà 2. Ñëåäîâàòåëíî p èìà
ïðåäñòàâÿíå îò âèäà p = 2k. Ïàê ñå âðúùàìå è çàìåñòâàìå â óðàâíåíèåòî
è ïîëó÷àâàìå (2k)2 = 2q2 =⇒ 2k2 = q2. Ñåãà ïîëó÷èõìå, ÷å q ñå äåëè íà
2. Îáùî ïîëó÷èõìå, ÷å è p, è q ñå äåëÿò íà 2. À òîâà å â ïðîòèâîðå÷èå ñ
òîâà, ÷å (p, q) = 1.■

Òàêà èçêàðàõìå, ÷å èìà ïîíå 1 ÷èñëî, êîåòî íå ïðèíàäëåæè íà Q. Ùå
îçíà÷àâàìå ñ I ÷èñëàòà, êîèòî íå ïðèíàäëåæàò íà Q ( èëè ïî-êîíêðåòíî I
ñå ñúñòîé áåçêðàéíèòå íåïåðèîäè÷íè äåñåòè÷íè äðîáè; äîêàòî êðàéíèòå
è áåçêðàéíèòå ïåðèîäè÷íè ñà îò Q ). ßñíî å, ÷å Q ∩ I = ∅. Ìíîæåñòâîòî
íà ðåàëíè ÷èñëà íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî, ïîëó÷åíî îò îáåäèíåíèåòî íà
ðàöèîíàëíèòå è èðàöèîíàëíèòå ÷èñëà ò.å. R = Q ∪ I.

Àêñèîìè çà ñúáèðàíåòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà:

1. Àêî a, b ∈ R, òî a+ b ∈ R - çàòâîðåíîñò îòíîñíî ñúáèðàíåòî
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2. (a + b) + c = a + (b + c) ∀a, b, c ∈ R - àñîöèàòèâíîñò îòíîñíî
ñúáèðàíåòî

3. ∃ 0 ∈ R : a+ 0 = 0 + a = a ∀a ∈ R - ñúùåñòâóâàíå íóëåâ åëåìåíò

4. ∃ − a ∈ R : a + (−a) = (−a) + a = 0 ∀a ∈ R - ñúùåñòâóâàíå íà
ïðîòèâîïîëîæåí åëåìåíò

5. a+ b = b+ a ∀a, b ∈ R êîìóòàòèâíîñò íà ñúáèðàíåòî

Îïðåäåëåíèå 2.1 ( èçâàæäàíå ): Èçâàæäàíåòî ñå äåôèíèðà êàòî

ñúáèðàíå ñ îòðèöàòåëåí åëåìåíò ò.å. a− b
def
= a+ (−b)

Ñëåäñòâèÿ îò àêñèîìèòå çà ñúáèðàíå:

1. Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí íóëåâ åëåìåíò

Äîêàçàòåëñòâî:Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâàò ïîíå 2 íóëåâè åëå-
ìåíòà - 01 è 02, êàòî 01 ̸= 02. Òîãàâà

01
(3)
= 01 + 02

(3)
= 02,

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å 01 = 02 è äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå ñ äî-
ïóñêàíåòî 01 ̸= 02. ■

2. Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí ïðîòèâîïîëîæåí åëåìåíò.

Äîêàçàòåëñòâî: Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâàò ïîíå 2 ïðîòèâî-
ïîëîæíè åëåìåíòà - (−a)1 è (−a)2, êàòî (−a)1 ̸= (−a)2. Òîãàâà

(−a)2
(3)
= 0 + (−a)2

(4)
= ((−a)1 + a) + (−a)2

(2)
= (−a)1 + (a+ (−a)2)

(4)
=

(4)
= (−a)1 + 0

(3)
= (−a)1,

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å (−a)1 = (−a)2 è äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå
ñ äîïóñêàíåòî (−a)1 ̸= (−a)2. ■

3. Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåío ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî a+ x = b.

3



Äîêàçàòåëñòâî:

(à) Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷å x = b − a å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî
a+ x = b.

a+ (b+ (−a))
(5)
= a+ ((−a) + b)

(2)
= (a+ (−a)) + b

(4)
= 0 + b

(3)
= b

(á) Ñåãà ùå äîêàæåì, ÷å å åäèíñòâåíî ðåøåíèå. Äà äîïóñíåì, ÷å
ñúùåñòâóâàò ïîíå 2 ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî: x1 = b + (−a) è
x2 ̸= x1.

x1 = b+ (−a) = (a+ x2) + (−a)
(5
= (x2 + a) + (−a)

(2)
=

(2)
= x2 + (a+ (−a))

(4)
= x2 + 0

(3)
= x2.

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å x2 = x1 è äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå ñ
äîïóñêàíåòî x2 ̸= x1. ■

Àêñèîìè çà óìíîæåíèå íà ðåàëíèòå ÷èñëà:

1. Àêî a, b ∈ R, òî ab ∈ R - çàòâîðåíîñò îòíîñíî óìíîæåíèåòî

2. (ab)c = a(bc) ∀a, b, c ∈ R - àñîöèàòèâíîñò îòíîñíî óìíîæåíèåòî

3. ∃ 1 ∈ R : a ·1 = 1 ·a = a ∀a ∈ R - ñúùåñòâóâàíå åäèíè÷åí åëåìåíò
åëåìåíò

4. ∃ a−1 ∈ R : a · a−1 = a−1 · a = 1 ∀a ∈ R - ñúùåñòâóâàíå íà îáðàòåí
åëåìåíò

5. a · b = b · a ∀a, b ∈ R êîìóòàòèâíîñò íà óìíîæåíèåòî

Îïðåäåëåíèå 2.2: Äåëåíèåòî íà 2 ðåàëíè ÷èñëà à è b (a/b) ñå
äåôèíèðà êàòî óìíîæåíèåòî íà a ñ îáðàòíèÿò åëåìåíò íà b ò.å.

a/b
def
= a · b−1
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Ñëåäñòâèÿ îò àêñèîìèòå çà óìíîæåíèå: Äîêàçàòåëñòâàòà ñà àá-
ñîëþòíî àíàëîãè÷íè íà òåçè íà ñëåäñòâèÿòà íà àêñèîìèòå çà ñúáèðàíå.
Ïîðàäè òîâà è íå ñà ïîìåñòåíè äîëó.

1. Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí åäèíè÷åí åëåìåíò

2. Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí îáðàòåí åëåìåíò.

3. Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåío ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî a · x = b.

Äèñòðèáóòèâíè çàêîíè

1. (a+ b) · c = ac+ bc ∀a, b, c ∈ R - äèñòðèáóòèâåí çàêîí

Àêñèîìè çà íàðåäáàòà:

1. Â R å âúâåäåíà ðåëàöèÿ íà ïúëíà íàðåäáà ≤:

(à) Àêî a ̸= b, òî a < b èëè a > b ò.å. âñåêè 2 ðåàëíè ÷èñëà ìîãàò
äà áúäàò ñðàâíåíè.

(á) Ðåëàöèÿòà ≤ å ÷àñòè÷íà íàðåäáà( Àêî íå ñå ñåùàòå êàêâî å ðå-
ëàöèÿ - ìîæåòå íà ïîãëåäíåòå ïúðâàòà ëåêöèÿ ïî ÀÃ ). Êîãàòî
ðåäèì îáåêòè, òðÿáâà äà ñïàçåíè íÿêîè îñíîâíè ïðàâèëà äà å
íàðåäáà, à íå õàîñ:

i. a ≤ a ∀a ∈ R - ðåôëåêñèâíîñò ( äà ìîæåì äà íàðåäèì
åäíàêâèòå )

ii. a ≤ b è b ≤ a, òî òîãàâà a = b ∀a, b ∈ R - àíòèñèìåòðè÷-
íîñò ( àêî a ìîæå äà å ïðåäè b è b ìîæå äà å ïðeäè à, òî
äâàòà ñà ðàâíè)

iii. a ≤ b è b ≤ c,òî a ≤ c ∀a, b, c ∈ R - òðàíçèòèâíîñò( àêî à
å ïðåäè b, a b å ïðåäè c, òî áè áèëî ëîãè÷íî a äà å ïðåäè
c)

2. Àêî a ≤ b, òî a+ c ≤ b+ c

3. Àêî a ≤ b è c ≥ 0, òî ac ≤ bc

Ïðèíöèï íà Àðõèìåä: Íå ñúùåñòâóâà ðåàëíî ÷èñëî ïî-ãîëÿìî îò
âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà.
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Èíòåðâàë Â ìàòåìàòèêàòà èíòåðâàë îò à äî b å ìíîæåñòâî îò ðåàëíè
÷èñëà, êîåòî ñå ñúñòîè îò âñè÷êè ÷èñëà, êîèòî ñå íàìèðàò ìåæäó 2 ÷èñëà
a è b. Êàòî a è b ñå íàðè÷àò êðàèùà íà èíòåðâàëà. Â çàâèñèìîñò äàëè
èíòåðàëúò ñúäúðæà êðéùàòà ñè èëè íå èíòåðâàëèòå ñå äåëÿò íà ñëåäíèòå
âèäîâå:

Îïðåäåëåíèå 2.3: Çàòâîðåí èíòåðâàë îò a äî b ñå íàðè÷à ìíîæåñò-
âîòî [a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}

Îïðåäåëåíèå 2.4: Îòâîðåí èíòåðâàë îò a äî b ñå íàðè÷à ìíîæåñòâîòî
(a, b) = {x ∈ R : a < x < b}

Îïðåäåëåíèå 2.5: Ïîëóîòâîðåí èíòåðâàë îò a äî b ( îòâîðåí îò ëÿâî
è çàòâîðåí îò äÿñíî èíòåðâàë îò a äî b) ñå íàðè÷à ìíîæåñòâîòî [a, b) =
{x ∈ R : a ≤ x < b}

Îïðåäåëåíèå 2.6: Ïîëóîòâîðåí èíòåðâàë îò a äî b ( çàòâîðåí îò ëÿâî
è îòâîðåí îò äÿñíî èíòåðâàë îò a äî b) ñå íàðè÷à ìíîæåñòâîòî [a, b) =
{x ∈ R : a < x ≤ b}

Êðàèùà íà èíòåðâàëè áåçêðàéíîñòè Âúçìîæíî å a è b äà íå ñà
ôèêñèðàíè ÷èñëà, à áåçêðàéíîñòè:

Îïðåäåëåíèå 2.7: [a,+∞) = {x ∈ R : a ≤ x}

Îïðåäåëåíèå 2.8: (a,+∞) = {x ∈ R : a < x}

Îïðåäåëåíèå 2.9: (−∞, b) = {x ∈ R : x < b}

Îïðåäåëåíèå 2.10: (−∞, b] = {x ∈ R : x ≤ b}

Îïðåäåëåíèå 2.11: (−∞,+∞) = {x ∈ R}

Mîäóë
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Îïðåäåëåíèå 2.12: Ìîäóë ( èëè àáñîëþòíà ñòîéíîñò) íà ÷èñëî íà-
ðè÷àìå ðàçñòîÿíèåòî îò íóëàòà äî îáðàçà íà ÷èñëîòî âúðõó ÷èñëîâàòà
îñ.

|a| =

{
a, àêî a ≥ 0

−a, àêî a < 0

Ñâîéñòâà íà ìîäóëà:

1. |a| ≥ 0 - î÷åâèäíî

2. |a| = |−a|

Äîêàçàòåëñòâî:

|a| =

{
a, àêî a ≥ 0

−a, àêî a < 0

|−a| =

{
−a, àêî − a ≥ 0

−(−a), àêî − a < 0

|−a| =

{
−a, àêî a ≤ 0

a, àêî a > 0

Ïîíåæå |0| = 0. Òî òîãàâà

|a| =

{
a, àêî a ≥ 0

−a, àêî a < 0

ò.å. |a| = |−a|. ■

3. |a| ≤ A ⇐⇒ −A ≤ a ≤ A

Äîêàçàòåëñòâî:

|a| ≤ A ⇐⇒

{
a ≤ A

−a ≤ A ⇐⇒ a ≥ −A
⇐⇒ −A ≤ a ≤ A. ■

4. |a+ b| ≤ |a|+ |b| ( íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà )
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Äîêàçàòåëñòâî:
Èìàìå îò ñâîéñòâî 2 ïðè A = a, ÷å −a ≤ |a| ≤ a è −b ≤ |b| ≤ b.
Ñëåäîâàòåëíî êàòî ñúáåðåì íåðàâåíñòâàòà ïîëó÷àâàìå

−(|a|+ |b|) = −|a| − |b| ≤ a+ b ≤ |a|+ |b|

è èçëèçà, ÷å |a+ b| ≤ |a|+ |b|. ■

5. |a− b| ≥ ||a| − |b||

Äîêàçàòåëñòâî:

|a| = |a− b+ b|
(3)

≤ |a− b|+ |b| =⇒ |a| − |b| ≤ |a− b|

|b| = |−b| = |−a+ a− b|
(3)

≤ |−a|+ |a− b| = |a|+ |a− b|
=⇒ |a− b| ≥ |b| − |a| = −(|a| − |b|)

Òàêà ïîëó÷èõìå |a− b| ≥ ||a| − |b||. ■

Ìèíèìàëåí è ìàêñèìàëåí åëåìåíò íà ìíîæåñòâî

Îïðåäåëåíèå 2.13: Íàé-ìàëúê åëåìåíò íà åäíî ìíîæåñòâî M ( ìè-
íèìàëåí åëåìåíò íà Ì ) å òàêúâ åëåìåíò m ∈ M, êîéòî å ïî-ìàëúê èëè
ðàâåí íà âñè÷êè åëåìåíòè îò ìíîæåñòâîòî. Áåëåæèì ñ minM
Ïîñëåäíîòî îïðåäåëåíèå ìîæå äà ñå çàïèøå è ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

x0 = minX ⇐⇒ x0 ∈ X, x0 ≤ x ∀x ∈ X

Îïðåäåëåíèå 2.14: Íàé-ãîëÿì åëåìåíò íà åäíî ìíîæåñòâî M ( ìàê-
ñèìàëåí åëåìåíò íà Ì ) å òàêúâ åëåìåíò m ∈ M , êîéòî å ïî-ãîëÿì èëè
ðàâåí íà âñè÷êè åëåìåíòè îò ìíîæåñòâîòî. Áåëåæèì ñ maxM .
Ïîñëåäíîòî îïðåäåëåíèå ìîæå äà ñå çàïèøå è ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

x0 = maxX ⇐⇒ x0 ∈ X, x0 ≥ x ∀x ∈ X

Íå âñÿêî ìíîæåñòâî èìà ìèíèìàëåí è ìàêñèìàëåí åëåìåíò.
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Ïðèìåð 2.1: Äà ðàçãëåäàìå N. Ùå äîêàæåì, ÷å N íÿìà ìàêñèìàëåí
åëåìåíò. Äà äîïóñíåì, ÷å N èìà íàé-ãîëÿì åëåìåíò è íåêà òîé å k ∈
N. Î÷åâèäíî k > 1 ∈ N. Íî k2 > k, òúé êàòî k > 1 è k2 ∈ N, òàêà
ïîëó÷èõìå ïðîòèâîðå÷èå ñ ìàêñèìàëíîñòòà íà k ò.å. íÿìàìå ìàêñèìàëåí
åëåìåíò íà ìíîæåñòâîòî. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å 1 å ìèíèìàëíèÿò åëåìåíò
íà ìíîæåñòâîòî.

Ïðèìåð 2.2: Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî M = { 1
n
|n ∈ N}, ò.å. M =

{1
1
, 1
2
, 1
3
..., 1

n
, ...}. Äà äîïóñíåì, ÷å M èìà íàé-ìàëúê åëåìåíò è íåêà òîé å

1
k
∈ M , àêî k > 1, íî ïîíåæå 1

k2
∈ M è 1

k2
< 1

k
( k > 1 ⇒ k2 > 1). Òàêà

ïîëó÷èõìå ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëíîñòòà íà 1
k
ò.å. íÿìàìå ìèíèìàëåí

åëåìåíò íà ìíîæåñòâîòî.

Îêîëíîñò íà òî÷êà. Ãîðíà è äîëíà ãðàíèöà

Îïðåäåëåíèå 2.15: ϵ - îêîëíîñò íà òî÷êàòà a( ïðè ϵ > 0 ) íàðè÷àìå
âñè÷êè òî÷êè x âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà, òàêèâà ÷å |x− a| < ϵ å èçïúëíåíî.
Èëè ïî-ïðîñòî êàçàíî ϵ - îêîëíîñò íà òî÷êàòà a íàðè÷àìå âñè÷êè òî÷êè
x, êîèòî ñå íàìèðàò íà ðàçñòîÿíèå îò à ïî-ìàëêî îò ϵ( çàòîâà è ϵ>0,
çàùîòî å ðàçñòîÿíèå ).
Ñåãà ìàëêî äà ïðåîáðàçóâàìå óñëîâèåòî â äåôèíèöèÿòà.

|x− a| < ϵ ⇐⇒ −ϵ < x− a < ϵ ⇐⇒ a− ϵ < x < a+ ϵ ⇐⇒
⇐⇒ x ∈ (a− ϵ, a+ ϵ)

ò.å. ϵ - îêîëíîñò íà òî÷êàòà a íàðè÷àìå âñè÷êè òî÷êè x ∈ (a− ϵ, a+ ϵ)

Îïðåäåëåíèå 2.16: Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî M å îãðàíè÷åíî îòãîðå,
àêî ñúùåñòâóâà ÷èñëî U: x ≤ U ∀x ∈ M . ( Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî M
å îãðàíè÷åíî îòãîðå, àêî ñúùåñòâóâà ÷èñëî U, òàêîâà ÷å âñåêè åëåìåíò
x â Ì e ïî-ìàëúê îò U . ) ×èñëîòî U ñå íàðè÷à ãîðíà ãðàíèöà.
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Îïðåäåëåíèå 2.17: Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî M å îãðàíè÷åíî îòäîëó,
àêî ñúùåñòâóâà ÷èñëî L: ∀x ∈ M x ≥ L. ( Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî M
å îãðàíè÷åíî îòäîëó, àêî ñúùåñòâóâà ÷èñëî L, òàêîâà ÷å âñeêè åëåìåíò x
â Ì e ïî-ãîëÿì îò L. ). ×èñëîòî L ñå íàðè÷à äîëíà ãðàíèöà.

Îïðåäåëåíèå 2.18: Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî M å îãðàíè÷åíî, àêî å
îãðàíè÷åíî îòãîðå è îãðàíè÷åíî îòäîëó.

Ïðèìåð 2.3: Äà ðàçãëåäàìå èíòåðâàëà [2; 3] - èíòåðâàëúò å ìíîæåñòâî
îò òî÷êè. Ìíîæåñòâîòî å îãðàíè÷åíî îòäîëó, çàùîòî ñúùåñòâóâà íàïðè-
ìåð L = 0, çà êîåòî å èçïúëíåíî âñÿêî ÷èñëî îò èíòåðâàëà [2; 3] å ïî-
ãîëÿìî îò L. Ñúñ ñúùèÿ óñïåõ ìîæåõ äà èçáåðà L = 2 ,L = 1 è ò.í. .
Ìíîæåñòâîòî å îãðàíè÷åíî îòãîðå, çàùîòî ñúùåñòâóâà U = 3, çà êîåòî å
èçïúëíåíî âñÿêî ÷èñëî îò èíòåðâàëà [2; 3] å ïî-ìàëêî îò U . ( àíàëîãè÷íî
çà ãîðíà ãðàíèöà ìîæåì äà èçáåðåì U = 4, U = 5, ... ). Òàêà ïîëó÷èõìå,
÷å ìíîæåñòâîòî å îãðàíè÷åíî îòãîðå è îãðàíè÷åíî îòäîëó, ò.å. ìíîæåñò-
âîòî å îãðàíè÷åíî.

Ïðèìåð 2.4: Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî M = {
√
2,
√
3,
√
4, ...}. Òîâà

å ìíîæåñòâî, êîåòî å îãðàíè÷åíî îòäîëó, çàùîòî ñúùåñòâóâà íàïðèìåð
L =

√
2, çà êîåòî å èçïúëíåíî âñÿêî ÷èñëî îò M å ïî-ãîëÿìî îò L. Ñúñ ñú-

ùèÿ óñïåõ ìîæåõ äà èçáåðà L = 1 ,L = 0 è êàêâîòî ñå ñåòèòå ðåàëíî ÷èñëî
ïî-ìàëêî îò

√
2 äîðè −

√
512. Îáà÷å ìíîæåñòâîòî M å íåîãðàíè÷åíî îò-

ãîðå ò.å. íå ñúùåñòâóâà òàêîâà ÷èñëî U : x ≤ U ∀x ∈ M . Äà äîïóñíåì,
÷å ñúùåñòâóâà òàêîâà U , çà êîåòî å èçïúëíåíî x ≤ U ∀x ∈ M , òî òî å
âÿðíî è çà x =

√
2 ∈ M ñëåäîâàòåëíî U ≥

√
2 > 0. Ïîíåæå

√
U4 ∈ M

(çàðàäè äåôèíèöèÿòà íà M), òî

U ≥
√
U4 = U2 ⇐⇒ U − U2 ≥ 0 ⇐⇒ U(1− U) ≥ 0 (1)

è ïîíåæå äîêàçàõìå, ÷å

U >
√
2 > 1 ⇒ 1− U < 0 (2)

Îò (1) è (2) ïîëó÷àâàìå, ÷å ò.å. U ≤ 0, êîåòî å â ïðîòèâîðå÷èå ñ U ≥
√
2

ñëåäîâàòåëíî Ì íå å îãðàíè÷åíî îòãîðå.■
Ïðåäïîëàãàì, ÷å ñòå çàáåëÿçàëè â ïðèìåðèòå, ÷å àêî åäíî ìíîæåñòâî å
îãðàíè÷åíî îòäîëó, òî èìà áåçáðîé ìíîãî äîëíè ãðàíèöè, à àêî å îãðà-
íè÷åíî îòãîðå, èìà áåçáðîé ìíîãî ãîðíè ãðàíèöè.
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Îïðåäåëåíèå 2.19: Òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà íà îãðàíè÷åíî îòãîðå ìíî-
æåñòâî X e íåãîâàòà íàé-ìàëêà ãîðíà ãðàíèöà. Ùå íàðè÷àìå òî÷íàòà
ãîðíà ãðàíèöà ñóïðåìóì. Áåëåæèì ñ supX.

Îïðåäåëåíèå 2.20: Òî÷íà äîëíà ãðàíèöà ( èíôèíèìóì ) íà îãðàíè-
÷åíî îòäîëó ìíîæåñòâî X íàðè÷àìå íåãîâàòà íàé-ãîëÿìà äîëíà ãðàíèöà.
Áåëåæèì ñ infX.

Â ïðèìåð 2.3 èíôèíèìóìúò å 2, à ñóïðåìóìúò å 3. Â ïðèìåð 2.4
èíôèíèìóìúò å

√
2.

Òâúðäåíèå 2.1: Íåêà a = supM .Òîãàâà ∀ϵ > 0 ñúùåñòâóâà x ∈ M :
a− ϵ < x.

Äîêàçàòåëñòâî:
Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî ò.å. íå ñúùåñòâóâà x ∈ M : a− ϵ < x. Ñëåäîâà-
òåëíî ∀x ∈ M å èçïúëíåíî x ≤ a− ϵ. Îò êúäåòî èçëèçà ïî îïðåäåëåíèåòî
çà ãîðíà ãðàíèöà, ÷å a− ϵ å ãîðíà ãðàíèöà çà M . Íî a− ϵ < ϵ, òî äîñòèã-
íàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóñêàíåòî, ÷å a å ñóïðåìóìúò íà M . ■

Òâúðäåíèå 2.2: Íåêà a = infM .Òîãàâà ∀ϵ > 0 ñúùåñòâóâà x ∈ M :
a+ ϵ > x.

Äîêàçàòåëñòâî:
Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî íà ïðåäíîòî òâúðäåíèå.■
Òàêà äîñòèãàíàõìå äî åêâèâàëåíòíè îïðåäåëåíèÿ çà ñóïðåìóì ( èíôè-
íèìóì ) îò îïðåäåëíèåòî çà ãîðíà ( äîëíà ) ãðàíèöà è Òâúðäåíèå 1 (
Òâúðäåíèå 2).

Îïðåäåëåíèå 2.21: α = supX ⇐⇒

{
x ≤ α ∀x ∈ X

∀ϵ > 0 ∃xϵ ∈ M : α− ϵ < xϵ

Îïðåäåëåíèå 2.22: α = infX ⇐⇒

{
x ≥ α ∀x ∈ X

∀ϵ > 0 ∃xϵ ∈ M : α + ϵ > xϵ
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Îò îïðåäåëåíèåòî ñå âèæäà, ÷å àêî ñóïðåìóìúò(èíôèíèìóìúò) ïðè-
íàäëåæè íà ìíîæåñòâîòî, òî òîé å ìàêñèìàëíèÿò(ìèíèìàëíèÿò) åëåìåíò
â ìíîæåñòâîòî.Àêî ñúùåñòâóâà ìàêñèìàëåí (ìèíèìàëåí) åëåìåíò â ìíî-
æåñòâîòî, òî òîé å ñóïðåìóì ( èíôèíèìóì ).

Ïðèìåð 2.5( infM /∈ M ): Äà âçåìåì ìíîæåñòâîòîM = { 1
x
|x ∈ N},

ò.å. M = {1
1
, 1
2
, 1
3
... 1

n
...}. Òîãàâà ìíîæåñòâîòî M íÿìà ìèíèìàëåí åëåìåíò

(ïðèìåð 2.2), íî èíôèíèìóìúò íà ìíîæåñòâîòî å â 0, çàùîòî

1. 1
x
≥ 0 ∀x ∈ N

2. Äà äîïóñíåì, ÷å íå å èçïúëíåíî ∀ϵ > 0 ∃yϵ ∈ M : 0 + ϵ > yϵ ò.å. å
èçïúëíåíî ∀ϵ > 0,∀x ∈ N 0 + ϵ < yϵ =

1
x
. Ïîíåæå ϵ å ïðîèçâîëíî

ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, òî ìîæåì äà ñè ãî èçáåðåì ïðèìåðíî ϵ = 1
x2 .

Òî òîãàâà ïîëó÷àâàìå ∀ϵ > 0,∀x ∈ N 1
x2 < 1

x
, êîåòî î÷åâèäíî

íå å âÿðíî è òàêà äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóñêàíåòî, ÷å
∀ϵ > 0 ∃yϵ ∈ M : 0 + ϵ > yϵ íå å èçïúëíåíî.

Ñëåä ïðîâåðêàòà íà îïðåäåëåíèåòî çà inf äîñòèãíàõìå äî èçâîäà, ÷å infM =
0, îò êúäåòî ñëåäâà, ÷å íå å çàäúëæèòåëíî inf äà å â ìíîæåñòâîòî.

10 20 30 40 50

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y = 1
x x

y

Ïðèíöèï çà íåïðåêúñíàòîñò íà ðåàëíèòå ÷èñëà: Âñÿêî íåïðàç-
íî îãðàíè÷åíî îòãîðå ìíîæåñòâî îò ðåàëíè ÷èñëà èìà òî÷íà ãîðíà ãðà-
íèöà è âñÿêî íåïðàçíî îãðàíè÷åíî îòäîëó ìíîæåñòâî èìà òî÷íà äîëíà
ãðàíèöà.

Èíòåðåñíîòî â ñëó÷àÿ å, ÷å çà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà ñà èçïúëíåíè, êàê-
òî àêñèîìèòå çà ñúáèðàíå, óìíîæåíèå è äèñòðèáóòèâíèòå çàêîíè, ñúùî
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òàêà è ïðèíöèïúò íà Àðõèìåä, åäèíñòâåíîòî, êîåòî íå å èçïúëíåíî å
ïðèöèïúò çà íåïðåêúñíàòîñò.

Ïðèìåð 2.6: Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî M îò ïðèáëèæåíèÿòà íà√
2 îòäîëó - 1;1.4;1.41;1.414;1.4142;... .. Â ñëó÷àÿ å ÿñíî, ÷å ìíîæåñòâîòî

å îãðàíè÷åíî îòãîðå è íåãîâàòà ãîðíà ãðàíèöà å
√
2, íî

√
2 /∈ Q.
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