
15.Òåîðåìà íà Ðîë. Òåîðåìà íà êðàéíèòå

íàðàñòâàíèÿ. Òåîðåìà íà Êîøè. Îñíîâíà

òåîðåìà íà èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå

Îïðåäåëåíèå 15.1: Êàçâàìå, ÷å f(x) èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â òî÷êàòà
x0 îò ñâîÿòà äåôèíèöèîííà îáëàñò, àêî ñúùåñòâóâà îêîëíîñò (x0−ε, x0+ε)
(ñúäúðæàùà ñå â äåôèíèöèîííàòà îáëàñò) òàêàâà, ÷å çà âñÿêî x â òàçè
îêîëíîñò å èçïúëíåíî f(x) ≥ f(x0).

Çàáåëåæêà: Ëîêàëåí ìèíèìóì ñå äîñòèãà ñàìî âúâ âúòðåøíà çà äå-
ôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå 15.2: Êàçâàìå, ÷å f(x) èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì â òî÷-
êàòà x0 îò ñâîÿòà äåôèíèöèîííà îáëàñò, àêî ñúùåñòâóâà îêîëíîñò (x0 −
ε, x0 + ε) (ñúäúðæàùà ñå â äåôèíèöèîííàòà îáëàñò) òàêàâà, ÷å çà âñÿêî
x â òàçè îêîëíîñò å èçïúëíåíî f(x) ≤ f(x0).

Çàáåëåæêà: Ëîêàëåí ìàêñèìóì ñå äîñòèãà ñàìî âúâ âúòðåøíà çà
äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå 15.3: Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì
â òî÷êàòà x0, àêî f èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì è/èëè ëîêàëåí ìèíèìóì â
òî÷êàòà x0.
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Ïðèìåð 15.1: Ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = x2 − 2x, f : R → R e
ïðåäñòàâåíà ïî-äîëó:

Îò ãðàôèêàòà ìîæå äà ñå çàêëþ÷è, ÷å ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìèíóìóì
â òî÷êà x0 = 1, çàùîòî:

1. òî÷êàòà x0 å âúòðåøíà çà R;

2. êàêâîòî è ε > 0 äà èçáåðåì å èçïúëíåíî f(x) ≥ f(x0). Íàïðèìåð
âñè÷êè ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà â èíòåðâàëà (0, 2) ñà ïî-ãîëåìè îò
f(1) = −1.

Â êîíêðåòíèÿ ïðèìåð òî÷êàòà íà ëîêàëåí ìèíèìóì ìîæå äà ñå íàìåðè
ñúñ çíàíèÿ îò ó÷èëèùå. Äà ïðåäñòàâèì f(x) âúâ âèäà: f(x) = x2 − 2x =
(x−1)2+1. Òúé êàòî (x−1)2 ≥ 0, òî òî÷êàòà, â êîÿòî ôóíêöèÿòà äîñòèãà
ìèíèìàëíàòà ñòîéíîñò, å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî f(x0) = (x0 − 1)2 = 0
èëè x0 = 1.

Ïðèìåð 15.2:Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = x2−2x, f : [1,+∞) →
R. Â òîçè ñëó÷àé ôóíêöèÿòà íÿìà ëîêàëåí ìèíèìóì, òúé êàòî x0 íå å
âúòðåøíà òî÷êà çà [1,+∞) è ñëåäîâàòåëíî íå å âúçìîæíî äà ñå íàìåðè
ε-îêîëíîñò íà x0, êîÿòî äà å â äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî.
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Ïðèìåð 15.3: Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ÷åðòåæ:

Ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì â òî÷êèòå x0 è x2, à ëîêàëåí ìè-
íèìóì � â òî÷êèòå x1 è x3. Íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà íå å â
íåéíèÿ ëîêàëåí ìàêñèìóì, à íàé-ìàëêàòà - íå å â íåéíèÿ ëîêàëåí ìèíè-
ìóì. Òîâà å ïðè÷èíàòà äà ãîâîðèì çà ëîêàëåí ìàêñèìóì/ìèíèìóì, òúé
òå ñà åêñòðåìóìè íà ëîêàëíî íèâî, íî íå å çàäúëæèòåëíî äà ñà â öÿëîòî
äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî.

Ïðèìåð 15.4: Ôóíêöèÿòà f(x) = x2 − 2x, f : R → R íÿìà ëîêàëåí
ìàêñèìóì.

Ïðèìåð 15.5: Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà

f(x) =


x− 1, àêî x < −1

−2, àêî x ∈ [−1, 1]

x− 3, àêî x > 1

.

Íåéíàòà ãðàôèêà èçãëåæäà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
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Òî÷êàòà x0 å òî÷êà íà ëîêàëåí ìàêñèìóì, à òî÷êàòà x1 å òî÷êà íà ëîêàëåí
ìèíèìóì, à âñÿêà òî÷êà x∗ ∈ (x0, x1) å åäíîâðåìåííî òî÷êà íà ëîêàëåí
ìèíèìóì è òî÷êà íà ëîêàëåí ìàêñèìóì.

Ïðèìåð 15.6: Äà ðàçãëåäàìå, ôóíêöèÿòà f(x) = x3, f : R → R.
Íåéíàòà ãðàôèêà èçãëåæäà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Ôóíêöèÿòà íÿìà íèòî ëîêàëåí ìèíèìóì, íèòî ëîêàëåí ìàêñèìóì â R,
òúé êàòî ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà.
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Ïðèìåð 15.7: Äà ðàçãëåäàìå ïðåêúñíàòàòà ôóíêöèÿ

f(x) =


x− 1, àêî x < −1;

1, àêî x = −1;

x, àêî x > −1

è äà íà÷åðòàåì íåéíàòà ãðàôèêà:

Tî÷êàòà íà ïðåêúñâàíå -1 å òî÷êà íà ëîêàëåí ìàêñèìóì íà ôóíêöèÿòà.

Ñåãà ùå ïðåìèíåì êúì ôîðìóëèðîâêàòà è äîêàçàòåëñòâîòî íà åäíà
îñíîâîïîëàãàùà òåîðåìà:

Òåîðåìà 15.1 (Òåîðåìà íà Ôåðìà): Íåêà f(x) å äèôåðåíöèðóåìà
â òî÷êà x0 è èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êàòà x0. Òîãàâà f ′(x0) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî:
Íåêà x0 e ëîêàëåí ìèíèìóì íà f , ò.å. ñúùåñòâóâà èíòåðâàë I := (x0 −
ε, x0+ ε) òàêúâ, ÷å çà âñÿêî x ∈ I å èçïúëíåíî, ÷å f(x0) ≤ f(x). Ðàçãëåæ-
äàìå äèôåðåí÷íîòî ÷àñòíî:

d(x) =
f(x)− f(x0)

x− x0

.
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Àêî x0 − ε < x < x0, òî d(x) ≤ 0. Ïóñêàìå x äà êëîíè êúì x0 îòëÿâî è
ïîëó÷àâàìå, ÷å

f ′(x0) = lim
x→x0

d(x) = lim
x→x0
x<x0

d(x) ≤ 0.

Îò äðóãà ñòðàíà çà x > x0 å èçïúëíåíî d(x) ≥ 0. Ïóñêàìå x äà êëîíè
êúì x0 îòäÿñíî è ïîëó÷àâàìå, ÷å f ′(x0) ≥ 0. Ñëåäîâàòåëíî f ′(x0) = 0.

Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà òåîðåìàòà â ñëó÷àé, ÷å x0 å ëîêàëåí ìàêñèìóì
íà f . Îïèòàéòå ñàìè äà ãî äîêàæåòå. ■

Çàáåëåæêà 1 (ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ): Ïðîèçâîäíàòà íà
ôóíêöèÿòà f â òî÷êàòà x0 e òàíãåíñúò íà úãúëà α, êîéòî ñêëþ÷âà äîïè-
ðàòåëíàòà êúì f â òî÷êàòà x0 ñ àáöèñàòà. Òîãàâà òåîðåìàòà òâúðäè, ÷å
àêî ôóíêöèÿ èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êà x0, òî f ′(x0) = tgα = 0.
Ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî tgα = 0 ñà αk = kπ, êúäåòî k ∈ Z. Òúé êàòî
α ∈ [0◦, 360◦), òî α = 0◦ èëè α = 180◦. Ñëåäîâàòåëíî úãúëúò ìåæäó àáöè-
ñàòà è äîïèðàòåëíàòà êúì ôóíêöèÿòà â òî÷êà x0 e 0

◦ èëè 180◦. Ïîñëåäíî-
òî îçíà÷àâà, ÷å äîïèðàòåëíàòà êúì ôóíêöèÿòà å óñïîðåäíà íà àáöèñàòà.
Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ïðåôîðìóëèðàìå òåîðåìàòà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
Íåêà f(x) å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êà x0 è èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷-
êàòà x0. Òîãàâà äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà x0 e óñïîðåäíà íà àáñöèñàòà.
Íåêà äà ðàçãëåäàìå ãðàôèêàòà:

Îò ãåîìåòðè÷íà ãëåäíà òî÷êà òâúðäåíèåòî èçãëåæäà äà å âÿðíî.
Çàáåëåæêà 2: Èçèñêâàíåòî çà äèôåðåíöèðóåìîñò å îò ñúùåñòâåíî

çíà÷åíèå, çàùîòî òî íè îñèãóðÿâà ñúùåñòâóâàíåòî íà ïðîèçâîäíàòà. Àêî
ôóíêöèÿòà íå å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì, òî òî-
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ãàâà ïðîèçâîäíàòà �è â òàçè òî÷êà íå ñúùåñòâóâà è ñúîòâåòíî ôîðìóëàòà
íÿìà ñìèñúë.

Çàáåëåæêà 3: Îáðàòíîòî òâúðäåíèå íå å âÿðíî, ò.å îò f(x) å äèôå-
ðåíöèðóåìà â òî÷êà x0 è f ′(x0) = 0 íå ñëåäâà, ÷å ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí
åêñòðåìóì â òî÷êàòà x0. Íåêà äà ðàçãëåäàìå äèôåðåíöèðóåìàòà ôóíêöèÿ
f(x) = x3. Âå÷å îáñúäèõìå, ÷å òî÷êàòà 0 íå å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì
çà ôóíêöèÿòà, íî f ′(x) = 3x2 è ñëåäîâàòåëíî f ′(0) = 0.

Òåîðåìà 15.2 (Òåîðåìà íà Ðîë): Íåêà f(x) å íåïðåêúñíàòà â êðàé-
íèÿ çàòâoðåí èíòåðâàë [a, b] è äèôåðåíöèðóåìà â îòâîðåíèÿ èíòåðâàë
(a, b). Àêî f(a) = f(b), òî ñúùåñòâóâà ξ ∈ (a, b) òàêîâà, ÷å

f ′(ξ) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî:
Òúé êàòî ôóíêöèÿòà f(x) å íåïðåêúñíàòà â êðàåí çàòâîðåí èíòåðâàë, òî
òÿ äîñòèãà ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ñè â íåãî (ïî òåîðåìàòà íà Âàéåðù-
ðàñ).

Ïúðâè ñëó÷àé: Àêî min
x∈[a,b]

f(x) = max
x∈[a,b]

f(x). Òîãàâà f(x) = const è

ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî ξ ∈ (a, b) å èçïúëíåíî, ÷å f ′(ξ) = (c)′ = 0.
Âòîðè ñëó÷àé:Àêî min

x∈[a,b]
f(x) ̸= max

x∈[a,b]
f(x). Òîãàâà íàé-ìàëêàòà è/èëè

íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà ñå äîñòèãà âúâ âúòðåøíà òî÷êà
çà èíòåðâàëà (a, b). Ùå îçíà÷èì òàçè òî÷êà ñ ξ. Òîãàâà â ξ ôóíêöèÿòà
èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì. Ñëåäîâàòåëíî ïî òåîðåìàòà íà Ôåðìà ñëåäâà, ÷å
f ′(ξ) = 0.

■.
Çàáåëåæêà 1 (Ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ): Íåêà äà ðàçãëåäà-

ìå òî÷êèòå (a, f(a)) è (b, f(b)) = (b, f(a)). Òåçè òî÷êè òðÿáâà äà ëåæàò
íà ãðàôèêàòà íà íåïðåêúñíàòà â [a, b] è äèôåðåíöèðóåìà â (a, b). Òîâà
îçíà÷àâà, ÷å ôóíêöèÿòà ìîæåì äà ÿ íà÷åðòàåì áåç äà âäèãàìå õèìèêàëà
îò ëèñòà è äà å ãëàäêà. Ïðèìåðè çà äâå òàêèâà ôóíêöèè ñà íàðèñóâàíè
íà ÷åðòåæà:

7



ßðêî ÷åðâåíàòà ôóíêöèÿ íà ÷åðòåæà å ïîñòîÿííàòà ôóíêöèÿ f(x) =
f(a) = f(b). Àêî ôóíêöèÿòà f íå å ïîñòîÿííàòà, òî òÿ ùå ìèíå íàä, ïîä
èëè äà ïðåñå÷å ãðàôèêàòà íà ïîñòîÿííàòà ôóíêöèÿ. Ïðè âñè÷êè ïîëî-
æåíèÿ òðúãâàéêè îò òî÷êà ñ îðäèíàòà f(a), ôóíêöèÿòà òðÿáâà äà ìèíå
ïðåç äðóãà òî÷êà ñ îðäèíàòà f(a). Ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà, ÷å ìîæå:

� Ïúðâî äà ðàñòå, à ïîñëå äà íàìàëÿâà. Â òàêúâ ñëó÷àé ôóíêöèÿòà
ùå èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì;

� Ïúðâî äà ñå íàìàëÿâà, à ïîñëå äà ðàñòå. Òîãàâà ôóíêöèÿòà ùå èìà
ëîêàëåí ìèíèìóì;

� Èëè ïúê äà èìà íÿêàêâî ïî-ñëîæíî ïîâåäåíèå, êîåòî äà êîìáèíèðà
ïúðâèòå äâå (âèæ êàôÿâà êðèâà íà ãðàôèêàòà). Òîãàâà ôóíêöèÿòà
ùå èìà ïîíå 1 ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Âñè÷êè òåçè ñëó÷àè ùå íè äîâåäàò äî ôàêòà, ÷å ôóíêöèÿòà ùå èìà ïîíå
åäèí ëîêàëåí åêñòðåìóì è ñëåäîâàòåëíî ùå ñúùåñòâóâà ξ ∈ (a, b), êîåòî
äà óäîâëåòâîðÿâà f ′(ξ) = 0.

Çàáåëåæêa 2: Çàùî å íåîáõîäèìî ôóíêöèÿòà äà å íàïðåêúñíàòà?

Ïðèìåð 15.8: Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà

f(x) =

{
x+ 10, àêî x ≤ 0,

x+ 5, àêî x > 0
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â èíòåðâàëà [−3, 2], ÷èÿòî ãðàôèêà å íà÷åðòàíà ïî-äîëó:

Ôóíêöèÿòà å ïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x = 0 è íå å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷-
êàòà x = 0, ò.å. óñëîâèÿòà çà íåïðåêúñíàòîñò è äèôåðåíöèðóåìîñò ñà
íàðóøåíè ñàìî è åäèíñòâåíî â x = 0. Ïîðàäè òîâà íå ñúùåñòâóâà òî÷êà,
â êîÿòî äîïèðàòåëíàòà êúì ôóíêöèÿòà äà å óñïîðåäíà íà àáñöèñíàòà îñ.
Ïî-êîíêðåòíî ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì ïðè x = 0, íî â òàçè
òî÷êà ôóíêöèÿòà íå å äèôåðåíöèðóåìà è ñúîòâåòíî òîâà âîäè äî íåñú-
ùåñòâóâàíåòî íà òî÷êà, çà êîÿòî f ′(ξ) = 0.

Çàáåëåæêa 3: Çàùî ôóíêöèÿòà å íåîáõîäèìî äà å íåïðåêúñíàòà â
çàòâîðåí èíòåðâàë? Íÿìà ëè äà å äîñòàòú÷íî äà å íåïðåêúñíàòà â îòâîðåí
èíòåðâàë?

Ïðèìåð 15.9: Äà ðàçãëåäàìå îòíîâî ôóíêöèÿòà

f(x) =

{
x+ 10, àêî x ≤ 0,

x+ 5, àêî x > 0

ñàìî ÷å â èíòåðâàëà (0, 5).
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Òàçè ôóíêöèÿ å íåïðåêúñíàòà è äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà (0, 5) (íî
å ïðåêúñíàòà â x = 0) è f(0) = f(5) = 10. Òàçè ôóíêöèÿòà íÿìà òî÷êà, â
êîÿòî äîïèðàòåëíàòà êúì ôóíêöèÿòà äà å óñïîðåäíà íà àáñöèñàòà.

Çàáåëåæêa 4: Çàùî å íåîáõîäèìî ôóíêöèÿòà å äèôåðåíöèðóåìà â
öåëèÿ èíòåðâàë (a, b)? Çàùî â ïðîòèâåí ñëó÷àé å âúçìîæíî ôóíêöèÿòà
äà èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì, íî òîé äà å â òî÷êà, â êîÿòî ïðîèçâîäíàòà íå
ñúùåñòâóâà.

Ïðèìåð 15.10: Äà ðàçãëåäàìå

f(x) = |x|
â èíòåðâàëà (−1, 1). ßñíî å, ÷å òàçè ôóíêöèÿ å íåïðåêúñíàòà, íî å äè-
ôåðåíöèðóåìà íàâñÿêúäå îñâåí â x = 0. Ëîêàëíèÿò åêñòðåìóì íà f ñå
äîñòèãà ïðè x = 0. Íî f ′(x) íå ñúùåñòâóâà â x = 0 è ñëåäîâàòåëíî óñëî-
âèåòî f ′(x0) = 0 íå å èçïúëíåíî.

Òåîðåìà 15.3 (Òåîðåìà íà Ëàãðàíæ): Íåêà f(x) e íåïðåêúñíàòà
â [a, b] è äèôåðåíöèðóåìà â (a, b). Òîãàâà ñúùåñòâóâà òî÷êà ξ ∈ (a, b)
òàêàâà, ÷å

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(ξ).

Äîêàçàòåëñòâî:
Çà äà äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà òî÷êà ξ ∈ (a, b) òàêàâà, ÷å

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(ξ),
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ùå èçïîëçâàìå òåîðåìàòà íà Ðîë çà ïîäõîäÿùî ïîäáðàíà ôóíêöèÿ F . Çà
öåëòà ùå ðàçãëåäàìå âåðèãàòà îò ðàâåíñòâà:

0 =
f(b)− f(a)

b− a
− f ′(ξ) =

(
f(b)− f(a)

b− a
x

)′

− f ′(ξ)

=

(
f(b)− f(a)

b− a
x

)′∣∣∣∣
x=ξ

− f ′(ξ) =

(
f(b)− f(a)

b− a
x− f(x)

)′∣∣∣∣
x=ξ

. (1)

Òîãàâà å ïîäõîäÿùî äà èçáåðåì F ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

F (x) =
f(b)− f(a)

b− a
x− f(x).

Ôóíêöèÿòà F å íåïðåêúñíàòà â [a, b] êàòî ñóìà îò íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè
â [a, b] è äèôåðåíöèðóåìà â (a, b) êàòî ñóìà îò äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè
â (a, b). Ïðåñìÿòàìå F (a) è F (b):

F (a) =
f(b)− f(a)

b− a
a− f(a) =

f(b)a− f(a)b

b− a
,

F (b) =
f(b)− f(a)

b− a
b− f(b) =

f(b)a− f(a)b

b− a
.

Òàêà çàêëþ÷âàìå, ÷å F (a) = F (b). Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ïðèëîæèì
òåîðåìàòà íà Ðîë çà F , ò.å. ñúùåñòâóâà ξ ∈ (a, b) òàêîâà, ÷å F ′(ξ) = 0.

Âçèìàéêè ïðåäâèä (1), äîñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å f(b)−f(a)
b−a

− f ′(ξ) = 0 è
ñëåäîâàòåëíî òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ å èçïúëíåíà. ■

Çàáåëåæêà 1 (ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ): Ðàçãëåæäàìå ôóí-
êöèÿòà f è ïðàâàòà l, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êèòå (a, f(a)) è (b, f(b)). Òåî-
ðåìàòà íà Ðîë ãëàñè, ÷å ñúùåñòâóâà äîïèðàòåëíà êúì f âúâ âúòðåøíà
òî÷êà îò (a, b), êîÿòî å óñïîðåäíà íà l.

Çàáåëåæêà 2: Òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ ìîæå äà ñå ïðåôîðìóëèðà ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

Íåêà f(x) e íåïðåêúñíàòà â [a, a + h] è äèôåðåíöèðóåìà â (a, a + h).
Òîãàâà ñúùåñòâóâà òî÷êà θ ∈ (0, 1) òàêàâà, ÷å

f(a+ h) = f(a) + hf ′(a+ θh).

Òàçè ôîðìóëèðîâêà ñå èçïîëçâà ÷åñòî â êóðñà ïî ×èñëåíè ìåòîäè çà
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

Çàáåëåæêà 3: Òåîðåìàòà íà Ðîë å ÷àñòåí ñëó÷àé íà òåîðåìàòà íà
Ëàãðàíæ, êîéòî ñå ïîëó÷àâà ïðè f(a) = f(b).
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Òåîðåìà 15.4 (Òåîðåìà íà Êîøè): Íåêà f(x) è g(x) ñà íåïðåêúñ-
íàòè â [a, b] è äèôåðåíöèðóåìè â (a, b). Àêî g′(x) ̸= 0 çà âñÿêî x ∈ (a, b),
òî ñúùåñòâóâà òî÷êà ξ ∈ (a, b) òàêàâà, ÷å

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(ξ)

g′(ξ)
.

Äîêàçàòåëñòâî:
Çà äà äîêàæåì ñúùåñòâóâàíåòî íà òî÷êà ξ ∈ (a, b) òàêàâà, ÷å

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(ξ)

g′(ξ)
, (2)

ùå èçïîëçâàìå òåîðåìàòà íà Ðîë çà ïîäõîäÿùî ïîäáðàíà ôóíêöèÿ F .
Òúé êàòî ôîðìóëà (2) å â íåóäîáåí çà òàçè öåë âèä, òî ùå äîêàæåì, ÷å å
èçïúëíåíî

[f(b)− f(a)] g′(ξ)− [g(b)− g(a)] f ′(ξ) = 0

èëè åêâèâàëåíòíî

{[f(b)− f(a)] g(x)− [g(b)− g(a)] f(x)}′
∣∣
x=ξ

= 0

Òîãàâà å ïîäõîäÿùî äà èçáåðåì F ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

F (x) = [f(b)− f(a)] g(x)− [g(b)− g(a)] f(x).

Ôóíêöèÿòà F å íåïðåêúñíàòà â [a, b] êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà íåïðå-
êúñíàòè ôóíêöèè â [a, b] è äèôåðåíöèðóåìà â (a, b) êàòî ëèíåéíà êîìáè-
íàöèÿ íà äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè â (a, b). Ïðåñìÿòàìå F (a) è F (b):

F (a) = f(b)g(a)− f(a)g(b),

F (b) = f(b)g(a)− f(a)g(b).

Òàêà çàêëþ÷âàìå, ÷å F (a) = F (b). Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ïðèëîæèì
òåîðåìàòà íà Ðîë çà F , ò.å. ñúùåñòâóâà ξ ∈ (a, b) òàêîâà, ÷å F ′(ξ) = 0.
Ñëåäîâàòåëíî

[f(b)− f(a)] g′(ξ) = [g(b)− g(a)] f ′(ξ).

Åäèíñòâåíîòî, êîåòî îñòàâà äà ïðîâåðèì äàëè g(a) ̸= g(b). Äà äîïóñíåì
ïðîòèâíîòî, ò.å. g(a) = g(b). Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà òî÷êà x0 ∈ (a, b),
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çà êîÿòî å èçïúëíåíî g′(x0) = 0 ïî òåîðåìàòà íà Ðîë è ñëåäîâàòåëíî
äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå ñ ôàêòà g′(x) ̸= 0 çà âñÿêî x ∈ (a, b). Òàêà

äîêàçàõìå, ÷å g(a) ̸= g(b). Ñëåäîâàòåëíî f(b)−f(a)
g(b)−g(a)

= f ′(ξ)
g′(ξ)

. ■
Çàáåëåæêà: Àêî g(x) = x, òî g′(ξ) = 1. Çàìåñòâàéêè âúâ ôîðìóëàòà:

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(ξ)

g′(ξ)
,

ïîëó÷àâàìå:
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(ξ),

ò.å. òåoðåìàòà íà Ëàãðàíæ çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ å ÷àñòåí ñëó÷àé íà
òåîðåìàòà íà Êîøè.

Òåîðåìà 15.5 (Îñíîâíà òåîðåìà íà èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå):Íå-
êà f(x) e äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà△ è íåêà f ′(x) = 0 çà âñÿêî x ∈ △.
Òîãàâà f(x) å êîíñòàíòíàòà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà △.

Äîêàçàòåëñòâî:
Íåêà x1 è x2 ñà ïðîèçâîëíè òî÷êè îò èíòåðâàëà △ è x1 < x2. Òúé êàòî
f(x) e äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà △ è [x1, x2] ⊆ △, òî f(x) e íåïðåêúñ-
íàòà â [x1, x2] è äèôåðåíöèðóåìà â (x1, x2). Tîãàâà ñúùåñòâóâà ξ ∈ (x1, x2)
òàêîâà, ÷å

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

= f ′(ξ) = 0

ïî òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ. Ñëåäîâàòåëíî f(x1) = f(x2) = c. Òúé êàòî äî-
êàçàõìå f(x1) = f(x2) = c çà äâå ïðîèçâîëíè òî÷êè x1 è x2 îò èíòåðâàëà
△, òî f(x) å êîíñòàíòà â èíòåðâàëà △. ■

Îïðåäåëåíèå 15.4: Ôóíêöèÿòà f(x) å ìîíîòîííî ðàñòÿùà â èíòåðâà-
ëà △, àêî f(x1) ≤ f(x2) çà âñÿêî x1, x2 ∈ △.

Îïðåäåëåíèå 15.5: Ôóíêöèÿòà f(x) å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà â èí-
òåðâàëà △, àêî f(x1) ≥ f(x2) çà âñÿêî x1, x2 ∈ △.

Òâúðäåíèå 15.1: Íåêà f(x) e äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà △. Ôóí-
êöèÿòà f(x) å ìîíîòîííî ðàñòÿùà â △ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
f ′(x) ≥ 0 çà âñÿêî x â èíòåðâàëà △.
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Äîêàçàòåëñòâî:

=⇒) Íåêà f(x) å ìîíîòîííî ðàñòÿùà â △. Ùå äîêàæåì, ÷å f ′(x) ≥ 0
çà âñÿêî x â èíòåðâàëà △. Íåêà x å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò èíòåðâàëà △.
Òîãàâà ñúùåñòâóâà h ̸= 0 òàêîâà, ÷å x+h äà ïðèíàäëåæè íà △. Òúé êàòî
f e ìîíîòîííî ðàñòÿùà â △, òî

f(x+ h)− f(x)

h
≥ 0,

áåç çíà÷åíèå äàëè h > 0 èëè h < 0. Ïóñêàìå h äà êëîíè êúì 0. Èçïîëç-
âàéêè äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà f â △, ïîëó÷àâàìå, ÷å f ′(x) ≥ 0.

⇐=) Íåêà f ′(x) ≥ 0 çà âñÿêî x â èíòåðâàëà △. Ùå äîêàæåì, ÷å f(x) å
ìîíîòîííî ðàñòÿùà â △. Íåêà x1 è x2 ñà ïðîèçâîëíè òî÷êè îò èíòåðâàëà
△ è x1 < x2. Òúé êàòî f(x) e äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà △ è [x1, x2] ⊆
△, òî f(x) e íåïðåêúñíàòà â [x1, x2] è äèôåðåíöèðóåìà â (x1, x2). Tîãàâà
ñúùåñòâóâà ξ ∈ (x1, x2) òàêîâà, ÷å

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

= f ′(ξ) ≥ 0

ïî òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ. Ñëåäîâàòåëíî f(x2) > f(x1) (òúé êàòî x2 >
x1). Íåðàâåíñòâîòî f(x2) > f(x1) å èçïúëíåíî çà äâå ïðîèçâîëíè òî÷êè
x1 è x2 â èíòåðâàëà △, çà êîèòî x1 < x2. Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà f å
ìîíîòîííî ðàñòÿùà â △. ■

Òâúðäåíèå 15.2: Íåêà f(x) e äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà △. Ôóí-
êöèÿòà f(x) å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà â △ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
f ′(x) < 0 çà âñÿêî x â èíòåðâàëà △.

Äîêàçàòåëñòâî:
Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî íà òîâà íà ïðåäèøíîòî òâúðäåíèå. ■
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