
14.Äèôåðåíöèàë. Äèôåðåíöèðàíå íà

ñúñòàâíè ôóíêöèè. Ïðîèçâîäíè íà

åëåìåíòàðíè ôóíêöèè

Òåîðåìà 14.1: Ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ â òî÷êà x0

òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

f(x0 + h) = f(x0) + Lh+ ε(h), (1)

êúäåòî L e íåçàâèñèìo îò h è ε
h
→ 0 ïðè h → 0.

Çàáåëåæêà 1: Àêî f å äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ â òî÷êà x0 ñëåäî-
âàòåëíî

f(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) + ε(h), (2)

êúäåòî ε(h) ïîêàçâà ãðåøêàòà ïðè ïðèáëèæàâàíå íà äèôåðåíöèðóåìà
ôóíêöèÿ â òî÷êà x0 ñ äîïèðàòåëíàòà â òàçè òî÷êà.

Çàáåëåæêà 2: Àêî èñêàìå äà äîêàæåì, ÷å åäíà ôóíêöèÿ å äèôå-
ðåíöèðóåìà â äàäåíà òî÷êà, òî å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà
ïðåäñòàâÿíå îò âèäà (1).

Äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíè ôóíêöèè

Òåîðåìà 14.2: Íåêà f(x) è g(x) ñà äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè ñúîòâåò-
íî â òî÷êèòå x0 è u0 = f(x0). Òîãàâà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ F (x) = g(f(x))
å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êà x0 è íåéíàòà ïðîèçâîäíà ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

F ′(x0) = f ′(x0)g
′(u0).

Çàáåëåæêà: Çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà ÷åñòî ñå èçïîëçâà çàïèñúò:

dg

dx

∣∣∣∣
x=x0

=
dg

df

∣∣∣∣
u=u0

df

dx

∣∣∣∣
x=x0

.
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Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà äà âúâåäåì îçíà÷åíèåòî F (x) = g(f(x)). Çà äà äîêàæåì äèôåðåí-
öèðóåìîñòòà íà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ, ùå äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà ïðåä-
ñòàâÿíå îò âèäà (1). Çà öåëòà ïðåñìÿòàìå:

F (x0 + h)− F (x0) = g(f(x0 + h))− g(f(x0)) = g(f(x0) + f1(h))− g(f(x0)),

êúäåòî f1(h) = hf ′(x0)+ εf (h) è
εf (h)

h
→ 0 ïðè h → 0. Ïîñëåäíîòî ðàâåíñ-

òâî å èçïúëíåíî, òúé êàòî f e äèôåðåíöèðóåìà â x0 (âèæ (2)). Îò äðóãà
ñòðàíà g å äèôåðåíöèðóåìà â u0 ñëåäîâàòåëíî

F (x0 + h)− F (x0) = f1(h)g
′ (f(x0)) + εg(h),

êúäåòî εg(h)

f1(h)
→ 0 ïðè f1(h) → 0. Òàêà äîñòèãàìå äî èçâîäà:

F (x0 + h)− F (x0) = [hf ′(x0) + εf (h)] g
′(f(x0)) + εg(h)

= hf ′(x0)g
′(u0) + εF (h),

êúäåòî ñìå èçïîëçâàëè îçíà÷åíèåòî:

εF (h) := g′(u0)εf (h) + εg(h).

Îáðàçóâàìå ÷àñòíîòî:

εF
h

= g′(u0)
εf (h)

h
+

εg(h)

h
= g′(u0)

εf (h)

h
+

εg(h)

f1(h)

f1(h)

h

= g′(u0)
εf (h)

h
+

εg(h)

f1(h)

(
f ′(x0) +

εf (h)

h

)
.

Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å εF
h
ïðè h → 0. Òúé êàòî f(x) å äèôåðåíöèðóåìà

ôóíêöèÿ â òî÷êàòà x0, òî
εf
h
→ 0 ïðè h → 0. Îò h → 0 ñëåäâà f1(h) → 0.

Ïîñëåäíîòî âëå÷å ñëåä ñåáå ñè εg
f1(h)

→ 0. Ñëåäîâàòåëíî εF
h

→ 0 ïðè h → 0.
Ñëåäîâàòåëíî F å äèôåðåíöèðóåìà â x0, òúé êàòî

F (x0 + h) = F (x0) + hf ′(x0)g
′(u0) + εF (h)

è εF
h

→ 0 ïðè h → 0. Îò òóê ñëåäâà, ÷å F ′(x0) å ðàâåí íà êîåôèöèåíòà
ïðåä h, ò.å.

F ′(x0) = f ′(x0)g
′(u0).

■
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Òåîðåìà 14.3: Íåêà f(x) å äèôåðåíöèðóåìà è îáðàòèìà è f ′(x) ̸= 0.
Òîãàâà îáðàòíàòà ôóíêöèÿ íà f , f−1(y), å äèôåðåíöèðóåìà è íåéíàòà
ïðîèçâîäíà ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå ÷ðåç ôîðìóëàòà:

df−1

dy
=

1

f ′(x)
.

Äîêàçàòåëñòâî:

Äîêàçàòåëñòâîòî íà ôîðìóëàòà å ñðàâíèòåëíî ëåñíî. Ïîíåæå f−1(y) å
îáðàòíàòà íà f(x), òî f−1(y) = f−1(f(x)) = x. Àêî f−1 e äèôåðåíöèðó-
åìà, òî ìîæåì äà èçïîëçâàìå ïðàâèëîòî çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíà
ôóíêöèÿ. Òîãàâà ïðåñìÿòàìå ïîñëåäîâàòåëíî

df−1

dy

df

dx
=

df−1

dx
= x′ = lim

h→0

x+ h− x

h
= lim

h→0

h

h
= 1.

Ðàçáèðà ñå, çà äà å âàëèäíî äîêàçàòåëñòâîòî íà ôîðìóëàòà, òðÿáâà äà
äîêàæåì, ÷å îáðàòíàòà å äèôåðåíöèðóåìà. ■

Ïðîèçâîäíè íà åëåìåíòàðíè ôóíêöèè Ïúðâî ùå ïîìåñòÿ òàáëè-
öàòà ñ ïðîèçâîäíèòå, ïîñëå ùå äàì äîêàçàòåëñòâî.

1. (xn)′ = nxn−1

2. (ex)′ = ex

3. (lnx)′ = 1
x

4. (ax)′ = ax ln a

5. (loga x)
′ = 1

x ln a

6. (sinx)′ = cosx

7. (cosx)′ = − sinx

8. (tg x)′ = 1
cos2 x

9. (cotg x)′ = − 1
sin2 x

10. (arcsinx)′ = 1√
1−x2
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11. (arccosx)′ = − 1√
1−x2

12. (arctg x)′ = 1
1+x2

13. (arccotg x)′ = − 1
1+x2

Äîêàçàòåëñòâî:

3) Ïðåñìÿòàìå ïîñëåäîâàòåëíî

( lnx)′ = lim
h→0

ln(x+ h)− lnx

h
= lim

h→0

ln
(
x+h
x

)
h

= lim
h→0

1

h
ln

(
x+ h

x

)
=

= lim
h→0

ln

(
x+ h

x

) 1
h

= lim
h→0

[
ln

(
x+ h

x

) x
h

] 1
x

= lim
h→0

1

x

[
ln

(
1 +

h

x

) x
h

]
=

=
1

x
ln

[
lim
h→0

(
1 +

h

x

) x
h

]
,

òúé êàòî lnx å íåïðåêúñíàòà. Íåêà äà ïîëîæèì h
x
= y. Ïîíåæå h → 0, òî

y = h
x
→ 0. È òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å

(lnx)′ =
1

x
ln

[
lim
y→0

(1 + y)
1
y

]
=

1

x
ln e =

1

x
.

2) Àêî y = ex =: f−1(x), òî x = ln y = f(y), ò.å f−1(x) e îáðàòíàòà
ôóíêöèÿ íà f(y). Òîãàâà îò òåîðåìà 14.2 ñëåäâà

df−1

dx
=

1

f ′(y)
=

1
1
y

= y = ex.

Òàêà äîêàçàõìå, ÷å (ex)′ = ex.
1) Ïðè x > 0 ôóíêöèÿòà xn èìà ïðåäñòàâÿíåòî

xn = elnxn

= en lnx

è ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîäíàòà íà xn ïîëó÷àâàìå

(xn)′ = (en lnx)′ = en lnx(n lnx)′ = xnn(lnx)′ = xnn
1

x
= nxn−1.
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Ïðè x < 0 ôóíêöèÿòà xn èìà ïðåäñòàâÿíåòî

xn = (−1)n(−x)n = (−1)neln (−x)n = (−1)nen ln (−x)

è ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîäíàòà íà xn ïîëó÷àâàìå

(xn)′ =
[
(−1)nen ln(−x)

]′
= (−1)n

[
en ln(−x)

]′
= (−1)nen ln(−x) [n ln(−x)]′

= xnn [ln (−x)]′ = xnn
1

−x
(−x)′ = xnn

1

−x
(−1) = nxn−1.

Òàêà ïîëó÷èõìå â êðàéíà ñìåòêà, ÷å (xn)′ = nxn−1.
4) Òúé êàòî ax = eln ax = ex ln a, òî ïîëó÷àâàìå

(ax)′ = (ex ln a)′ = ex ln a(x ln a)′ = ax ln a.

5) Ïîíåæå loga x = lnx
ln a

, òî çàêëþ÷âàìå

(loga x)
′ =

(
lnx

ln a

)′

=
(lnx)′

ln a
=

1

x ln a
.

6) Èçïîëçâàéêè äåôèíèöèÿòà çà ïðîèçâîäíà íà sinx, ïðåñìÿòàìå ïîñëå-
äîâàòåëíî

(sinx)′ = lim
h→0

sin (x+ h)− sinx

h
= lim

h→0

2 sin (x+h)−x
2

cos (x+h)+x
2

h
=

= lim
h→0

2 sin h
2
cos 2x+h

2

h
= lim

h→0

sin h
2

h
2

cos
2x+ h

2
=

= lim
h→0

sin h
2

h
2

lim
h→0

cos
2x+ h

2
= 1 cos

2x

2
= cosx.

7) Ïîíåæå cosx = sin
(
π
2
− x

)
. Òîãàâà ñ ïîìîùòà íà òåîðåìàòà çà ñëîæ-

íà ôóíêöèÿ ìîæåì äà ïðåñìåòíåì:

(cosx)′ =
[
sin

(π
2
− x

)]′
= cos

(π
2
− x

)(π
2
− x

)′

= sinx ·
[(π

2

)′
− (x)′

]
= sinx · (0− 1) = − sinx.
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8) Ùå ïðåñìåòíåì ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà tg, êàòî èçïîëçâàìå
ôîðìóëàòà çà ïðîèçâîäíà íà ÷àñòíî:

(tg x)′ =

(
sinx

cosx

)′

=
(sinx)′ cosx− sinx(cosx)′

cos2 x
=

cosx cosx− sinx(− sinx)

cos2 x

=
cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
.

9) Ïîíåæå cotg x = tg
(
π
2
− x

)
. Èçïîëçâàéêè òåîðåìàòà çà ñëîæíà ôóí-

êöèÿ, ïîëó÷àâàìå

(cotg x)′ =
[
tg

(π
2
− x

)]′
=

1

cos2
(
π
2
− x

) (π
2
− x

)′
= − 1

sin2 x
.

10) Àêî y = arcsinx =: f−1(x), òî x = sin y = f(y). Îò òåîðåìàòà çà
ïðåñìÿòàíå íà ïðîèçâîäíàòà íà îáðàòíà ôóíêöèÿ ïîëó÷àâàìå

(arcsinx)′ =
df−1

dx
=

1

f ′(y)
=

1

cos y
=

1

cos(arcsinx)
=

1√
1− sin2(arcsinx)

=
1√

1− x2
.

Ïîñëåäíîòî å âÿðíî, òúé êàòî arcsinx ∈
[
−π

2
, π
2

]
è ñëåäîâàòåëíî

cos (arcsinx) ≥ 0.

11) Äîêàçàõìå íàêðàÿ íà òåìà 3), ÷å arcsinx + arccos x = π
2
. Òîãàâà

èìàìå, ÷å arccosx = π
2
− arcsinx. Ñåãà äèôåðåíöèðàìå äâåòå ñòðàíè íà

ðàâåíñòâîòî è ïîëó÷àâàìå:

(arccosx)′ =
(π
2
− arcsinx

)′
= 0− (arcsinx)′ = − 1√

1− x2

12) Àêî y = arctg x =: f−1(x), òî x = tg y = f(y). Îò òåîðåìàòà çà
ïðåñìÿòàíå íà ïðîèçâîäíàòà íà îáðàòíà ôóíêöèÿ ïîëó÷àâàìå

(arctg x)′ =
df−1

dx
=

1

f ′(y)
=

1
1

cos2 y

=
1
1

cos2(arctg x)

=
1

sin2(arctg x)+cos2(arctg x)
cos2(arctg x)

=
1

tg2(arctg x) + 1
=

1

x2 + 1
.
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13) Äîêàçàõìå íàêðàÿ íà òåìà 3), ÷å arctg x + arccotg x = π
2
. Òîãàâà

èìàìå, ÷å arctg x = π
2
− arccotg x. Ñåãà äèôåðåíöèðàìå äâåòå ñòðàíè íà

ðàâåíñòâîòî è ïîëó÷àâàìå:

(arccotg x)′ =
(π
2
− arctg x

)′
= 0− (arctg x)′ = − 1

x2 + 1

■
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