
13.Ïðîèçâîäíè. Ôèçè÷åí è ãåîìåòðè÷åí

ñìèñúë. Ñâîéñòâà

Ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ íà ïðîèçâîäíà Ùå çàïî÷íåì ñ ãåî-
ìåòðè÷íàòà èíòåðïðåòàöèÿ íà ïðîèçâîäíà. Íåêà å äàäåíà íåïðåêúñíàòà-
òà ôóíêöèÿ f(x) (âñúùíîñò èìà è äðóãè íåîáõîäèìè óñëîâèÿ, êîèòî ùå
ñòàíàò ÿñíè ïî-íàòàòúê). Èçáèðàìå ïðîèâîëíè òî÷êè A è B1 îò ãðàôè-
êàòà íà ôóíêöèÿòà f(x). Íåêà B1 e îòäÿñíî íà A. Ïðîåêòèðàìå A è B1

âúðõó àáöèñàòà è îðäèíàòàòà è ïðåêàðâàìå ïðàâà ïðåç òÿõ. Âèæ èçîáðà-
æåíèåòî ïî-äîëó:

Äà ðàçãëåäàìå △AB1C1. Çíàåì, ÷å

B1C1 = f(x1)− f(x0), AC1 = x1 − x0.
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Òîãàâà ïðåñìÿòàìå

tgφ1 =
B1C1

AC1

=
f(x1)− f(x0)

x1 − x0

.

Íåêà x2 å ñðåäàòà íà èíòåðâàëà [x0, x1]. Òîãàâà èçäèãàìå ïðåïåíäèêóëÿð
îò x2 êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà è îçíà÷àâàìå ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà
ïåðïåíäèêóëÿðà ñ f ñ B2, ò.å.

Â △AB2C2 ïðåñìÿòàìå

tgφ2 =
B2C2

AC2

=
f(x2)− f(x0)

x2 − x0

.

Ïîñòðîÿâàìå ñëåäâàùèòå ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà ïî ôîðìóëàòà:

xn+1 = x0 +
xn − x0

2
=

xn + x0

2
. (1)

Ðåäèöàòà {xn}∞n=1 å ñòðîãî íàìàëÿâàùà è îãðàíè÷åíà îòäîëó îò x0, çà-
ùîòî

x0 < ..... < xn < .... < x3 < x2 < x1.

Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà {xn}∞n=1 å ñõîäÿùà. Íåêà äà îçíà÷èì ñ l ãðàíèöà-
òà íà {xn}∞n=1 . Âúâ ôîðìóëà (1) ïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä è ïîëó÷àâàìå:

l =
l + x0

2
,
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ò.å l = x0. Òúé êàòî ôóíêöèÿòà f(x) å íåïðåêúñíàòà, òî lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ðåäèöàòà îò òî÷êè {Bn}∞n=1 êëîíè êúì A (ò.å. òî÷êèòå
Bn ñå äîáëèæàâàò áåçêðàéíî ìíîãî äî òî÷êàòà A ïî ãðàôèêàòà íà ôóí-
êöèÿòà). Òîãàâà ïðàâàòà, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êèòå A è Bn, ñå äîáëèæàâà
áåçêðàéíî ìíîãî äî äîïèðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà â òî÷êàòà x0. Ðåäè-
öàòà îò úãëèòå {φn}∞n=1 êëîíè îòäÿñíî êúì úãúëà, êîéòî äîïèðàòåëíàòà
êúì ôóíêöèÿòà â òî÷êàòà x0 ñêëþ÷âà ñ àáöèñíàòà îñ, α. Òúé êàòî tg å
íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, òî tgφn êëîíè êúì tgα.

Îïðåäåëåíèå 13.1: Ùå êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà

îòäÿñíî â òî÷êàòà x0, àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim
x→x0
x>x0

f(x)−f(x0)
x−x0

.

Îïðåäåëåíèå 13.2: Ùå êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x) å äèôåðåíöèðó-

åìà îòëÿâî â òî÷êàòà x0, àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim
x→x0
x<x0

f(x)−f(x0)
x−x0

.

Îïðåäåëåíèå 13.3: Ùå êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f e äèôåðåíöèðóåìà

â òî÷êàòà x0, àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

. Òàçè ãðàíèöà ñå

íàðè÷à ïðîèçâîäíà.

Äîñåãà ðàçáðàõìå,÷å ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà f â òî÷êàòà x0 ñå
äåôèíèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

. (2)

Íåêà äà âúâåäåì íîâà ïðîìåíëèâà h = x− x0. Òîãàâà ìîæåì äà èçðàçèì
òî÷êàòà x ñïðÿìî x0 ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: x = x0 + h. Çàìåñòâàéêè â (2),
ïîëó÷àâàìå åêâèâàëåíòíàòà äåôèíèöèÿ íà ïðîèçâîäíàòà íà f â òî÷êàòà
x0:

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
. (3)

×åñòî å íåîáõîäèìî äà ïðåñìåòíåì ïðîèçâîäíàòà íà äàäåíà ôóíêöèÿ f
âúâ âñÿêà òî÷êà x îò äàäåí èíòåðâàë. Ñëåäîâàòåëíî áè áèëî óäîáíî äà
ìîæåì äà ïðåñìåòíåì ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà f â çàâèñèìîñò îò
ïðîèçâîëíà òî÷êà x. Ïîðàäè òîâà ñå âúâåæäà ïîíÿòèåòî ½ïðîèçâîäíà íà

3



ôóíêöèÿ�. Ùå êàçâàìå, ÷å f ′(x) å ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà f , àêî f ′

ñúïîñòàâÿ íà âñÿêà òî÷êà x ñòîéíîñòòà íà ïðîèçâîäíàòà íà f â òî÷êàòà
x. Ïðîèçâîäíàòà íà f ñå áåëåæè ñ f ′(x) (÷åòå ñå ½åô ïðèì�) èëè ñ df

dx

(÷åòå ñå ½äå åô äå õèêñ�). Ïðè ïðåñìÿòàíå íà ïðîèçâîäíà â äàäåíà òî÷êà
x0 ñå èçïîëçâà îçíà÷åíèÿòà f ′(x0) è df

dx

∣∣
x=x0

. Äåéñòâèåòî ½íàìèðàíå íà
ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ f � ñå íàðè÷à äèôåðåíöèðàíå íà f .

Òâúðäåíèå 13.1: Àêî åäíà ôóíêöèÿ å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x0,
òî òÿ å íåïðåêúñíàòà â x0.

Çàáåëåæêà: Îáðàòíîòî íå å âÿðíî. Íàïðèìåð g(x) = |x| å íåïðåêúñ-
íàòà â 0, íî íå íÿìà ïðîèçâîäíà â íóëàòà. Ïîñëåäíîòî ìîæå ëåñíî äà ñå
óñòàíîâè, êàòî ñå íà÷åðòàå ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà.

Ñâîéñòâà íà ïðîèçâîäíèòå

Òâúðäåíèå 13.2: Àêî f(x) = c = const, òî f ′(x) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî:

Òúé êàòî f(x) = c = const, òî f(x+ h) = c. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

c− c

h
= lim

h→0
0 = 0.

Òâúðäåíèå 13.3: Íåêà f e äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ, a c å êîíñòàíòà.
Òîãàâà

1. (c · f(x))′ = cf ′(x);

2.

(
c

f(x)

)′

= −cf ′(x)

f 2(x)
ïðè ïîëîæåíèå, ÷å f(x) ̸= 0.

Äîêàçàòåëñòâî:

1. Çà äà äîêàæåì òâúðäåíèåòî, òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å íà ïúðâî ìÿñòî,
÷å ãðàíèöàòà

lim
h→0

cf(x+ h)− cf(x)

h
(4)
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ñúùåñòâóâà. Òîãàâà ôóíêöèÿòà cf(x) èìà ïðîèçâîäíà è òÿ å ðàâíà
íà (4). Ñëåä êîåòî ùå äîêàæåì èñêàíàòà ôîðìóëà. Çà öåëòà ðàç-
ïèñâàìå (4) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

lim
h→0

cf(x+ h)− cf(x)

h
= c lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

Òúé êàòî f å äèôåðåíöèðóåìà, òî ãðàíèöàòà lim
h→0

f(x+h)−f(x)
h

ñúùåñ-

òâóâà. Ñëåäîâàòåëíî è lim
h→0

cf(x+h)−cf(x)
h

ñúùåñòâóâà, ò.å. cf(x) å äè-

ôåðåíöèðóåìà. Îñòàâà äà äîêàæåì ôîðìóëàòà:

[cf(x)]′ = lim
h→0

cf(x+ h)− cf(x)

h
= c lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= cf ′(x).

2. Çà äà äîêàæåì òâúðäåíèåòî, òðÿáâà äà ïîêàæåì, ÷å ãðàíèöàòà

lim
h→0

c
f(x+h)

− c
f(x)

h
.

ñúùåñòâóâà. Ïðåñìÿòàìå ïîñëåäîâàòåëíî

lim
h→0

c
f(x+h)

− c
f(x)

h
= lim

h→0
c
f(x)− f(x+ h)

hf(x)f(x+ h)

= c lim
h→0

f(x)− f(x+ h)

h
· lim
h→0

1

f(x)f(x+ h)
.

Îò åäíà ñòðàíà ãðàíèöàòa lim
h→0

f(x)−f(x+h)
h

ñúùåñòâóâà, òúé êàòî f

å äèôåðåíöèðóåìà. Îò äðóãà ñòðàíà ãðàíèöàòà lim
h→0

1
f(x)f(x+h)

ñú-

ùåñòâóâà ïîðàäè íåïðåêúñíàòîñòòà íà f (êîÿòî ñëåäâà îò äèôå-
ðåíöèðóåìîñòòà íà f). Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà

lim
h→0

1
f(x+h)

− 1
f(x)

h
è ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà

c

f(x)
å äèôåðåíöèðóåìà.

Îñòàíà äà äîêàæåì ôîðìóëàòà ñàìî, êîÿòî ñëåäâà äèðåêòíî:(
c

f(x)

)′

= lim
h→0

c
f(x+h)

− c
f(x)

h

= c lim
h→0

f(x)− f(x+ h)

h
· lim
h→0

1

f(x)f(x+ h)
= −cf ′(x)

f 2(x)
.
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Òâúðäåíèå 13.4: Íåêà f è g ñà äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè. Òîãàâà

1. (f(x)± g(x))′ = f ′(x)± g′(x);

2. (f(x) · g(x))′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x);

3.

(
f(x)

g(x)

)′

=
f ′(x)g(x)− g′(x)f(x)

g2(x)
ïðè ïîëîæåíèå, ÷å g(x) ̸= 0.

Äîêàçàòåëñòâî:

1. Íåêà äà âúâåäåì ôóíêöèÿòà F (x) = f(x) + g(x), òîãàâà F (x+ h) =
f(x + h) + g(x + h). Îò òóê íàòàòúê, çà äà ñïåñòèì ïèñàíå, ùå èç-
ïîëçâàìå ñëåäíèÿ óñëîâåí çàïèñ:

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
= lim

h→0

f(x+ h) + g(x+ h)− (f(x) + g(x))

h

= lim
h→0

[
f(x+ h)− f(x)

h
+

g(x+ h)− g(x)

h

]
= lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
+ lim

h→0

g(x+ h)− g(x)

h
= f ′(x) + g′(x)

Òðÿáâà äà îòáåëåæèì, ÷å îò âåðèãàòà ðàâåíñòâà ñå âèæäà, ÷å ïðî-
èçâîäíàòà íà ñóìàòà f(x) + g(x) ñúùåñòâóâà è è ñëåäîâàòåëíî èç-
âåæäàíåòî ñè å âàëèäíî.

Àíàëîãè÷íî ñå èçâåæäà (f(x)− g(x))′ = f ′(x)− g′(x)

2. Íåêà äà îçíà÷èì F (x) = f(x) · g(x). Tîãàâà ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâà-
òåëíî

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
= lim

h→0

f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x)

h

= lim
h→0

f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x+ h) + f(x)g(x+ h)− f(x)g(x)

h

= lim
h→0

[f(x+ h)− f(x)] g(x+ h) + f(x) [g(x+ h)− g(x)]

h

= lim
h→0

[
f(x+ h)− f(x)

h
g(x+ h) + f(x)

g(x+ h)− g(x)

h

]
= lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
lim
h→0

g(x+ h) + lim
h→0

f(x) lim
h→0

g(x+ h)− g(x)

h
= f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).
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3. Èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà çà ïðîèçâîäíà íà ïðîèçâåäåíèå ïîëó÷àâà-
ìå: (

f(x)

g(x)

)′

=

(
f(x)

1

g(x)

)′

= f ′(x)
1

g(x)
+ f(x)

(
1

g(x)

)′

=
f ′(x)

g(x)
+ f(x)

(
− g′(x)

g2(x)

)
=

f ′(x)g(x)− g′(x)f(x)

g2(x)
.
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