
10.Ãðàíèöè íà ôóíêöèè ïðè x → +∞ èëè

x → −∞. Ôóíêöèè, êëîíÿùè êúì +∞ è

−∞. Àñèìïòîòè

1 Îáùà äåôèíèöèÿ íà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ

Â òàçè ñåêöèè ùå ðàçøèðèì ïîíÿòèåòî ½ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ� òàêà, ÷å äà
ñúùåñòâóâàò ãðàíèöèòå íà ôóíêöèèèòå ïðè x → ±∞, êàêòî è ãðàíèöèòå
íà ôóíêöèè, êëîíÿùè êúì ±∞.

Çà öåëòà ùå âúâåäåì ïîíÿòèåòî ½îêîëíîñò íà ±∞�.

Îïðåäåëåíèå 10.1: ξ-îêîëíîñò íà +∞ (ùå ïèøåì (ξ,+∞)) íàðè÷àìå
ìíîæåñòâîòî îò ðåàëíè ÷èñëà, çà êîèòî å èçïúëíåíî x > ξ.

Îïðåäåëåíèå 10.2: ξ-îêîëíîñò íà −∞ (ùå ïèøåì (−∞, ξ)) íàðè÷àìå
ìíîæåñòâîòî îò ðåàëíè ÷èñëà, çà êîèòî å èçïúëíåíî x < ξ.

Îïðåäåëåíèå 10.3 (íà Êîøè): Íåêà f(x) å ôóíêöèÿ ñ äåôèíèöè-
îííà îáëàñò D ∈ R è x0, L ∈ R ∪ {−∞} ∪ {+∞}. Ùå êàçâàìå, ÷å L å
ãðàíèöà íà f(x) ïðè x → x0, àêî çà âñÿêà U îêîëíîñò íà L ìîæå äà ñå
íàìåðè V îêîëíîñò íà x0 òàêîâà, ÷å îò x ∈ V {x0} äà ñëåäâà f(x) ∈ U .

Îïðåäåëåíèå 10.4 (íà Õàéíå): Íåêà f(x) å ôóíêöèÿ ñ äåôèíèöè-
îííà îáëàñò D ∈ R è x0, L ∈ R ∪ {−∞} ∪ {+∞}. Ùå êàçâàìå, ÷å L å
ãðàíèöà íà f(x) ïðè x → x0, àêî çà âñÿêà ðåäèöà {xn}∞n=1 ⊂ D/{x0},
êîÿòî êëîíè êúì x0, äà e èçïúëíåíî f(xn) → L.
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2 Àñèìïòîòè

Àñèìïòîòà íà ôóíêöèÿòà f å ïðàâà, äî êîÿòî ãðàôèêàòà íà f ñå äîáëèæà-
âà áåçêðàéíî ìíîãî. Èìà òðè âèäà àñèìïòîòè � âåðòèêàëíà, õîðèçîíòàëíà
è íàêëîíåíà àñèìïòîòà.

2.1 Âåðòèêàëíà àñèìïòîòà

Òîâà å ïðàâà, óñïîðåäíà íà îðäèíàòàòà (ò.å. èìà óðàâíåíèå x = a), äî
êîÿòî ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà ñå äîáëèæàâà áåçêðàéíî ìíîãî ïðè x →
x0, íî íå ÿ ïðåñè÷à. Òóê x0 å êðàéíî ôèêñèðàíî ÷èñëî. Ôîðìàëíîòî
îïðåäåëåíèå ãëàñè

Îïðåäåëåíèå 10.5: Êàçâàìå, ÷å ïðàâàòà x = a å âåðòèêàëíà àñèì-
ïòîòà íà ôóíêöèÿòà f(x), àêî lim

x→a+0
f(x) = ±∞ èëè lim

x→a−0
f(x) = ±∞.

Ïðèìåð 10.1: Ôóíêöèÿòà f(x) = 1
x
èìà âåðòèêàëíà àñèìïòîòà x = 0,

òúé êàòî

lim
x→0+

1

x
= +∞, lim

x→0−

1

x
= −∞.

Ãðàôèêàòà íà f å ïîìåñòåíà ïî-äîëó:
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Ïðèìåð 10.2: Ôóíêöèÿòà f(x) = 1
(x2−1)2

èìà 2 âåðòèêàëíè àñèìïòîòè
x = ±1, òúé êàòî

lim
x→1

1

(x− 1)2
= +∞, lim

x→1

1

(x− 1)2
= +∞.

Ãðàôèêàòà íà f èçãëåæäà òàêà:

Ïðèìåð 10.3: Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = tg x. Âñÿêà ïðàâà îò
âèäà x = (2k + 1)π

2
å âåðòèêàëíà àñèìïòîòà íà f , çàùîòî

lim
x→(2k+1)π

2
−0

tg x == +∞, lim
x→π

2
+kπ+0

tg x = −∞.

Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà f(x) = tg x èìà áåçáðîé ìíîãî âåðòèêàëíè
àñèìïòîòè.
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Ïðèìåð 10.4: Ôóíêöèÿòà f(x) = lnx èìà 1 âåðòèêàëíà àñèìïòîòà
x = 0, òúé êàòî lim

x→0+0
lnx = −∞.

Ïðèìåð 10.5: Ôóíêöèÿòà f(x) = e1/x èìà åäíà âåðòèêàëíà àñèìïòîòà
x = 0. Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å

lim
x→0−0

e1/x = 0, lim
x→0+0

e1/x = +∞.

Êîãàòî òúðñèì âåðòèêàëíè àñèìïòîòè íà äàäåíà ôóíêöèÿ å îáè÷àéíà
ïðàêòèêà äà ïðîâåðèì òî÷êèòå íà ïðåêúñâàíå íà åñòåñòâåíîòî äåôèíè-
öèîííî ìíîæåñòâî íà ôóíêöèÿòà.
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Ïðèìåð 10.6: Ôóíêöèÿòà f(x) = sinx
x

íÿìà âåðòèêàëíà àñèìïòîòà ïðè

x = 0, òúé êàòî lim
x→0

sinx
x

= 1. Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å ôóíêöèÿòà f íå å

äåôèíèðàíà â x = 0, íî âúïðåêè òîâà íÿìà âåðòèêàëíà àñèìïòîòà ïðè
x = 0.

Ïðèìåð 10.7: Ôóíêöèÿòà

f(x) =

{
1
x
, x ̸= 0

0, x = 0.

èìà 1 âåðòèêàëíà àñèìïòîòà � ïðè x = 0. Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å ôóíê-
öèÿòà f å äåôèíèðàíà â x = 0, íî èìà âåðòèêàëíà àñèìïòîòà ïðè x = 0.
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2.2 Õîðèçîíòàëíà àñèìïòîòa

Òîâà å ïðàâà, óñïîðåäíà íà àáñöèñàòà (ò.å. ïðàâà ñ óðàâíåíèå y = b),
äî êîÿòî ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà ñå äîáëèæàâà áåçêðàéíî ìíîãî ïðè
x → ∞, íî íå ÿ ïðåñè÷à (ïðè x → ∞). Ïîñëåäíîòî ìîæå äà ñå çàïèøå
ôîðìàëíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Îïðåäåëåíèå 10.6: Êàçâàìå, ÷å ïðàâàòà y = b å õîðèçîíòàëíà àñèì-
ïòîòà íà f(x), àêî lim

x→∞
f(x) = b.

Çàáåëåæêà: Åäíà ôóíêöèÿ ìîæå äà èìà íàé-ìíîãî 2 õîðèçîíòàëíè
àñèìïòîòè.

Ïðèìåð 10.8: Ôóíêöèÿòà f(x) = 1
x
èìà õîðèçîíòàëíà àñèìïòîòà, òúé

êàòî lim
x→0

1
x
= 0. Ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà èçãëåæäà òàêà:
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Ïðèìåð 10.9: Ôóíêöèÿòà f(x) = arctg x, f : R → (−π/2, π/2) èìà äâå
õîðèçîíòàëíè àñèìïòîòè, òúé êàòî lim

x→−∞
arctg x = −π/2 è lim

x→+∞
arctg x =

π/2.

Ïðèìåð 10.10: Ôóíêöèÿòà f(x) = sinx
x

èìà õîðèçîíòàëíà àñèìïòîòà
x = 0, òúé êàòî ôóíêöèÿòà ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ïðîèçâåäåíèå îò
îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ è áåçêðàéíî ãîëÿìà ôóíêöèÿ. Îáúðíåòå âíèìàíèå,
÷å ãðàôèêàòà è àñèìïòîòàòà èìàò áåçáðîé ìíîãî ïðåñå÷íè òî÷êè.

2.3 Íàêëîíåía àñèìïòîòa

Òîâà å ïðàâà, äî êîÿòî ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà ñå äîáëèæàâà áåçêðàéíî
ìíîãî ïðè x → ∞, íî íå ÿ ïðåñè÷à (ïðè x → ∞).

Ôîðìàëíîòî îïðåäåëåíèå ãëàñè

Îïðåäåëåíèå 10.7: Êàçâàìå, ÷å ïðàâàòà y = kx+b å íàêëîíåíà àñèì-
ïòîòà íà f(x) ïðè x → ∞, êîãàòî lim

x→∞
(f(x)− ax− b) = 0.

Çàáåëåæêà 1: Ùå ñå îïèòàì äà îáÿñíÿ íà êðàòêî îò êúäå ñå ïî-
ÿâÿâà ôîðìóëàòà lim

x→∞
(f(x)− ax− b) = 0. Ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿ f(x).

Çà äà ðàçáåðåì äàëè íÿêàêâà ïðàâà å áåçêðàéíî áëèçî äî ôóíêöèÿòà
ïðè áåçêðàåí àðãóìåíò, ïðîñòî ðàçãëåæäàìå ðàçëèêàòà íà ôóíêöèÿòà ñ
óðàâíåíèåòî íà ïðàâàòà. Àêî òàçè ðàçëèêà êëîíè êúì 0 ïðè x → ∞, òî
ïðàâàòà å íàèñòèíà áåçêðàéíî áëèçî äî ôóíêöèÿòà.

Çàáåëåæêà 2: Õîðèçîíòàëíà àñèìïòîòà å ÷àñòåí ñëó÷àé íà íàêëîíå-
íà àñèìïòîòà, ïðè êîéòî a = 0.
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Çàáåëåæêà 3: Åäíà ôóíêöèÿ ìîæå äà èìà íàé-ìíîãî 2 íàêëîíåíè
àñèìïòîòè. Òîâà å òàêà, çàùîòî ôóíêöèÿòà ìîæå äà èìà 2 ðàçëè÷íè àñèì-
ïòîòè ïðè x → +∞ è ïðè x → −∞. Ïîðàäè ôàêòà, ÷å åäíà ôóíêöèÿ ïðè
x → ∞ (è íå ñàìî) èìà åäèíñòâåíà ãðàíèöà ñëåäîâàòåëíî âñÿêà ôóíêöèÿ
ìîæå äà èìà íàé-ìíîãî 2 íàêëîíåíè àñèìïòîòè. Òúé êàòî õîðèçîíòàëíè-
òå àñèìïòîòè ñà ÷àñòåí ñëó÷àé íà íàêëîíåíèòå, òî åäíà ôóíêöèÿ ìîæå
äà èìà íå ïîâå÷å îò 2 õîðèçîíòàëíè àñèìïòîòè èëè 1 õîðèçîíòàëíà è 1
íåõîðèçîíòàëíà íàêëîíåíà àñèìïòîòà.

Çàáåëåæêà 4: Äèðåêòíî îò äåôèíèöèÿòà íà íàêëîíåíà àñèìïòîòà íå
ìîãàò äà ñå ñúîáðàçÿò êîåôèöèåíòèòå a è b.

Òâúðäåíèå 10.1: Êîåôèöèåíòèòå a è b â óðàâíåíèåòo íà íàêëîíåíàòà
àñèìïòîòà y = ax+ b ìîãàò äà ñå ïðåñìåòíàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

a = lim
x→∞

f(x)

x
, b = lim

x→∞
(f(x)− ax).

Äîêàçàòåëñòâî:
Ïîíåæå y = ax+ b å óðàâíåíèåòî íà íàêëîíåíà àñèìïòîòà íà f(x) ñëåäî-
âàòåëíî

lim
x→∞

(f(x)− ax− b) = 0.

Íåêà äà ðàçãëåäàìå ãðàíèöàòà

lim
x→∞

f(x)− ax− b

x
= lim

x→∞
(f(x)− ax− b) · lim

x→∞

1

x
= 0 · 0 = 0. (1)

Ïðåñìÿòàìå ïîñëåäîâàòåëíî:

lim
x→∞

f(x)− ax− b

x
= lim

x→∞

(
f(x)

x
− a− b

x

)
= lim

x→∞

f(x)

x
− lim

x→∞
a− lim

x→∞

b

x
= lim

x→∞

f(x)

x
− a. (2)

Îò (1) è (2) ïîëó÷èõìå a = lim
x→∞

f(x)
x
.

Òúé êàòî y = ax+ b å óðàâíåíèå íà íàêëîíåíà àñèìïòîòà íà ôóíêöè-
ÿòà f(x), òî

0 = lim
x→∞

(f(x)− ax− b) = lim
x→∞

(f(x)− ax)− lim
x→∞

b = lim
x→∞

(f(x)− ax)− b,

ò.å. b = lim
x→∞

(f(x)− ax). ■

8



Ïðèìåð 10.11: Ôóíêöèÿòà f(x) = x(x+1)
x+2

èìà åäíà íàêëîíåíà àñèìï-
òîòà, òúé êàòî

lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

x+ 1

x+ 2
= 1

lim
x→∞

(f(x)− 1.x) = lim
x→∞

(
x(x+ 1)

x+ 2
− x

)
= lim

x→∞

−x

x+ 2
= −1.

Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà èìà íàêëîíåíà àñèìïòîòà, ÷èåòî óðàâíåíèåòî
å y = x− 1.
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Ïðèìåð 10.12: Ôóíêöèÿòà x(x+1)
|x+2| èìà äâå ðàçëè÷íè íàêëîíåíè àñèì-

ïòîòè � y = x− 1 è y = −x+ 1.

Ïðèìåð 10.13: Ôóíêöèÿòà

f(x) =

{
x(x+1)
x+2

, àêî x > −2
1

x+2
− 3, àêî x ≤ −2

èìà åäíà íàêëîíåíà àñèìïòîòà è åäíà õîðèçîíòàëíà àñèìïòîòà. Óðàâíå-
íèåòî íà íàêëîíåíàòà àñèìïòîòà å y = x − 1, êàòî ôóíêöèÿòà ñå äîáëè-
æàâà áåçêðàéíî ìíîãî äî íåÿ ïðè x → +∞ (âèæ ïðèìåð 10.11). Ïðî-
âåðÿâàìå äàëè ôóíêöèÿòà èìà õîðèçîíòàëíà àñèìïòîòà ïðè x → −∞:

lim
x→−∞

(
1

x+ 2
− 3

)
= −3.

Îò òóê çàêëþ÷âàìå, ÷å ôóíêöèÿòà èìà õîðèçîíòàëíàòà àñèìïòîòà ñ óðàâ-
íåíèå y = −3.
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