
1. Ìíîæåñòâà. Îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâà

Èíòóèòèâíî, ìíîæåñòâîòî ïðåäñòàâëÿâà ñúâêóïíîñò îò îáåêòè. Îáåê-
òèòå íà åäíî ìíîæåñòâî ñå íàðè÷àò íåãîâè åëåìåíòè è ñå êàçâà, ÷å ïðè-
íàäëåæàò íà ìíîæåñòâîòî. Îáèêíîâåíî ìíîæåñòâàòà ñå áåëåæàò ñ ãëàâíè
ëàòèíñêè áóêâè, à åëåìåíòèòå èì - ñ ìàëêè ëàòèíñêè áóêâè. Íàïðèìåð,
÷èñëîòî 1 å åëåìåíò íà ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà (åñòåñòâåíè
÷èñëà - òîâà ñà ÷èñëàòà, ñ êîèòî áðîèì - 1, 2, 3, · · ·; ìíîæåñòâîòî íà åñòåñ-
òâåíèòå ÷èñëà ñå îçíà÷àâà N). Ñëåäîâàòåëíî 1 ∈ N, êîåòî åêâèâàëåíòíî
ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî N ∋ 1. ×èñëîòî 0.5 íå å åëåìåíò íà ìíîæåñòâîòî
íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà - ïèøåì 0.5 /∈ N. Äðóã õóáàâ ïðèìåð å - �Ìàðèÿ
ïðèíàäëåæè íà ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè æåíñêè èìåíà �.

Ãîðíàòà äåôèíèöèÿ íå å íàïúëíî êîðåêòíà, çàùîòî èçïîëçâà ïîíÿòèåòî
ñúâêóïíîñò, áåç äà ãî äåôèíèðà. Âñåêè îïèò çà òî÷íî äåôèíèðàíå íà
ñúâêóïíîñò áè äîâåë äî êðúãîâà äåôèíèöèÿ. Ïîðàäè òîâà â ìàòåìàòèêàòà
ïîíÿòèåòî ìíîæåñòâî ñå ïðèåìà çà ïúðâè÷íî è íå ñå äåôèíèðà ñòðîãî.
Ìíîæåñòâàòà â ìàòåìàòèêàòà ñå çàäàâàò ïî íÿêîëêî íà÷èíà:

1. ÷ðåç èçáðîÿâàíå íà âñè÷êè åëåìåíòè ìíîæåñòâîòî, íàïðèìåð
A = {1, 2, 3}.

2. ÷ðåç óñëîâèå, êîåòî óäîâëåòâîðÿâàò âñè÷êè åëåìåíòè íà ìíîæåñò-
âîòî, íàïðèìåð
A = {x ∈ N|x = 2k, k ∈ N}, êúäåòî çíàêúò '|' ñå ÷åòå 'ïðè óñëîâèå,
÷å'.

3. ÷ðåç èçáðîÿâàíå íà ïúðâèòå íÿêîëêî åëåìåíòà, íàïðèìåð
Alphabet = {a, b, c, d, ...}. Íàäÿâàì ñå, ÷å ñòå çàáåëÿçàëè, ÷å ìíîæåñ-
òâîòî å ëàòèíñêàòà àçáóêà.
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Eëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâàòà ñà íåïîâòàðÿùè ñå. Íåêà äà ðàçãëåäàìå
ìíîæåñòâîòî D = {a, a, a, b, b, c}, òî ñå ñúñòîè îò åëåìåíòèòå a, b, c. Ñëå-
äîâàòåëíî D = {a, b, c} ïîíåæå â ìíîæåñòâàòà íÿìà çíà÷åíèå êîëêî ïúòè
ñå ïîÿâÿâà äàäåí åëåìåíò. Ñúùî òàêà ïðè ìíîæåñòâàòà íÿìà çíà÷åíèå
íàðåäáàòà ñëåäîâàòåëíî D = {c, b, a}

Ìíîæåñòâîòî A ñå íàðè÷à ïîäìíîæåñòâî íà ìíîæåñòâîòî B, êîãàòî
âñåêè åëåìåíò íà A å è åëåìåíò è íà B. Ñåãà ùå ãî íàïèøåì ñ ìàòåìà-
òè÷åñêè îçíà÷åíèÿ:

Îïðåäåëåíèå: Àêî ∀x ∈ A ⇒ x ∈ B, òî êàçâàìå ÷å A å ïîäìíîæåñ-
òâî íà B è áåëåæèì A ⊆ B.

èëè

Ìíîæåñòâîòî, êîåòî íÿìà íèòî åäèí åëåìåíò, ñå íàðè÷à ïðàçíîòî ìíî-
æåñòâî. Áåëåæèì ãî ñ ∅. Ïðèåìà ñå, ÷å ïðàçíîòî ìíîæåñòâî å ïîäìíî-
æåñòâî íà âñÿêî ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå: Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâàòà A è B ñà åêâèâàëåíòíè
(èëè îùå ñúâïàäàò), êîãàòî äâåòå ìíîæåñòâà ñå ñúñòîÿò îò åäíè è ñúùè
åëåìåíòè. Áåëåæèì ñ A = B.

Îïðåäåëåíèå: Êàçâàìå, ÷å A å ñîáñòâåíî ïîäìíîæåñòâî íà B, àêî
A ̸= B. Áåëåæè ñå A ⊂ B.

Îïðåäåëåíèå: Êàçâàìå, ÷å A å ñúùåñòâåíî ïîäìíîæåñòâî íà B, àêî
A íå å ïðàçíîòî ìíîæåñòâî è A ̸= B.
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Íàðè÷àìå A ñúùåñòâåío, çàùîòî íèå çíàåì, ÷å ∅ ⊆ B è B ⊆ B, êàêâîòî
è ìíîæåñòâî B äà èçáeðåì. Ñúùî òàêà êàçâàìå, ÷å ∅ è B ñà òðèâèàëíè
ïîäìíîæåñòâà íà B.

Ñåãà ùå äîêàæåì ñëåäíàòà èíòóèòèâíà òåîðåìà:

Òåîðåìà: A ⊆ B è B ⊆ A ⇐⇒ A = B.

Äîêàçàòåëñòâî:
Ïðåäè äà äîêàæåì òåîðåìàòà äà ñè ïðåäñòàâèì êàê ùå èçãëåæäà ñè-

òóàöèÿòà íàãëåäíî.

Ïîíåæå A ⊆ B, òî èëè .

Ïîíåæå B ⊆ A, òî å èçïúëíåíî åäíîâðåìåíî è èëè .

Ñëåäîâàòåëíî å èçïúëíåíî .
Èäåÿòà íà ïîñëåäíèòå íÿêîëêî ðåäà å äà ñå ïîêàæå íà èíòóèòèâíî íèâî,
÷å òåîðåìàòà å èçïúëíåíà òåîðåìàòà, à ñåãà ùå ÿ äîêàæåì.

Ïúðâî ùå äîêàæåì ïðàâàòà ïîñîêà, ò.å. îò A ⊆ B è B ⊆ A =⇒ A = B.
Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. A ⊆ B è B ⊆ A =⇒ A ̸= B ñëåäîâà-
òåëíî áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å ñúùåñòâóâà
x: x ∈ A, x /∈ B ( Ìîæå áè ñå ÷óäèòå, çàùî ðàçãëåæäàìå ñàìî ñëó÷àÿ
�ñúùåñòâóâà x, òàêîâà ÷å x ∈ A, x /∈ B �, à íå �ñúùåñòâóâà x, òàêîâà ÷å
x /∈ A, x ∈ B �. Îòãîâîðúò å - ïîíåæå äâàòà ñëó÷àÿ ñå ïðàâÿò ïî àáñîëþòíî
åäèí è ñúù íà÷èí, çà äà îáîçíà÷èì, ÷å ùå íàïðàâèì ñàìî åäèíèÿ ñëó÷àé
ïèøåì áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà è ñè ñïåñòÿâàìå ìàëêî ðàáîòà ).
Íî òúé êàòî A ⊆ B, ñëåäîâàòåëíî àêî x ∈ A, òî x ∈ B è òóê äîñòèãàìå
äî ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóñêàíåòî. Ñ òîâà äîêàçàõìå ïúðâàòà ÷àñò.

Ñåãà äà äîêàæåì îáðàòíàòà ïîñîêà, ò.å. àêî A = B, òî A ⊆ B è
B ⊆ A. Ïîíåæå A = B, òî àêî x ∈ A =⇒ x ∈ B. Íî òîâà ïîêàçâà, ÷å A å
ïîäìíîæåñòâî íà B èëè A ⊆ B. Àíàëîãè÷íî B ⊆ A. ■

Îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâà. Ùå ðàçãëåäàìå îïåðàöèèòå îáåäèíåíèå, ñå-
÷åíèå, ðàçëèêà è ñèìåòðè÷íà ðàçëèêà íà ìíîæåñòâà. Òå ñà îïåðàöèè,
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êîèòî ùå âçèìàò äâå ìíîæåñòâà è âðúùàò ìíîæåñòâî.
Ùå çàïî÷íåì ñ åäèí îáù çà âñè÷êè îïåðàöèè ïðèìåð. Íåêà äà ðàç-

ãëåäàìå ìíîæåñòâàòà A = {1, 2, 3...}, B = {1, 3, 5...}, C = {2, 4, 6...}.

Îáåäèíåíèå (ñúáèðàíå) íà ìíîæåñòâà. Îáå-
äèíåíèå íà 2 ìíîæåñòâà A è B íàðè÷àìå òàêîâà
ìíîæåñòâî C, êîåòî ñå ñúñòîè îò åëåìåíòèòå íà ìíî-
æåñòâîòî A èëè ìíîæåñòâîòî B. Ìíîãî âàæíî å äà íå çàáðàâÿìå, ÷å íå
òðÿáâà äà îñòàâÿìå ïîâòàðÿùè ñå åëåìåíòè, ò.å. àêî íåùî ñå ñðåùà è â
äâåòå ìíîæåñòâà, ãî ïèøåì âåäíúæ.
Ñúêðàòåíî ñå çàïèñâà êàòî A ∪B = {x|x ∈ A èëè x ∈ B}.
Çà ïðèìåðà: A ∪B = A, A ∪ C = A, B ∪ C = A.

Ñå÷åíèå íà ìíîæåñòâà. Ñå÷åíèå íà 2 ìíîæåñò-
âà A è B íàðè÷àìå òàêîâà ìíîæåñòâî C, êîåòî ñå
ñúñòîè îò åëåìåíòèòå ïðèíàäëåæàùè åäíîâðåìåííî
íà ìíîæåñòâîòî A è ìíîæåñòâîòî B.
Ñúêðàòåíî ñå çàïèñâà êàòî A ∩B = {x|x ∈ A è x ∈ B}.
Çà ïðèìåðà: A ∩B = B,A ∩ C = C,B ∩ C = ∅.

Ðàçëèêà íà ìíîæåñòâà. Ðàçëèêà íà ìíîæåñòâî-
òî A ñ ìíîæåñòâîòî B íàðè÷àìå òàêîâà ìíîæåñòâî
C, êîåòî ñúäúðæà âñè÷êè åëåìåíòè îò A, êîèòî â ñú-
ùîòî âðåìå íå ñà åëåìåíòè îò B.
Ñúêðàòåíî ñå çàïèñâà êàòî A \B = {x|x ∈ A è x /∈ B}.
Àíàëîãè÷íî B \ A = {x|x /∈ A è x ∈ B}.

Çà ïðèìåðà:
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A \B = C,A \ C = B,
B \ A = ∅, B \ C = B,
C \ A = ∅, C \B = C.

Ñèìåòðè÷íà ðàçëèêà íà ìíîæåñòâà. Ñèìåò-
ðè÷íàòà ðàçëèêà íà ìíîæåñòâîòî A ñ ìíîæåñòâîòî B
íàðè÷àìå òàêîâà ìíîæåñòâî C, êîåòî ñúäúðæà âñè÷-
êè åëåìåíòè îò A, êîèòî â ñúùîòî âðåìå íå ñà åëåìåíòè îò B, è åäíîâðå-
ìåííî âñè÷êè åëåìåíòè îò B, êîèòî â ñúùîòî âðåìå íå ñå åëåìåíòè îò A.
Ñúêðàòåíî ñå çàïèñâà êàòî A△B = (A \B) ∪ (B \ A).
Çà ïðèìåðà:
A△B = C,
A△ C = B,
B △ C = A.

Ñâîéñòâà:

1. A ∪B = B ∪ A;

2. (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C);

3. A ∪ ∅ = A;

4. A ∪ A = A;

5. A ∩B = B ∩ A;

6. (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C);

7. A ∩ ∅ = ∅;

8. A ∩ A = A;

9. (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C);

10. (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C);

11. A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C);

12. A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C).
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Òåçè ñâîéñòâà ñå äîêàçâàò ïî åäèí è ñúù íà÷èí. Âçèìàìå x, êîåòî äà
óäîâëåòâîðÿâà äÿñíàòà ñòðàíà, è äîêàçâàìå, ÷å óäîâëåòâîðÿâà è ëÿâàòà
ñòðàíà è îáðàòíî âçèìàìå x, óäîâëåòâîðÿâàùî ëÿâàòà ñòðàíà è äîêàç-
âàìå, ÷å óäîâëåòâîðÿâà è äÿñíàòà ñòðàíà. Ñúâåòâàì äà ñå îïèòàòå äà
äîêàæåòå íÿêîè îò ñâîéñòâàòà ñàìè. Ïî-äîëó ñà äîêàçàòåëñòâàòà íà 1, 2,
9 è 11.

1. A ∪B = B ∪ A;

Äîêàçàòåëñòâî:

(à) Íåêà x ∈ A∪B . Òîãàâà x ∈ A èëè x ∈ B. Ñëåäîâàòåëíî x ∈ B
èëè x ∈ A, ò.å. x ∈ B ∪ A. Ïîëó÷èõìå, ÷å A ∪B ⊆ B ∪ A.

(á) Íåêà x ∈ B ∪ A. Òîãàâà x ∈ B èëè x ∈ A. Ñëåäîâàòåëíî x ∈ A
èëè x ∈ B, ò.å. x ∈ A ∪B. Ïîëó÷èõìå, ÷å B ∪A ⊆ A ∪B. È îò
òåîðåìàòà ñëåäâà, ÷å A ∪B = B ∪ A. ■

2. (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C);

Äîêàçàòåëñòâî:

(à) Íåêà x ∈ (A ∪ B) ∪ C. Òîãàâà (x ∈ A èëè x ∈ B) èëè x ∈ C.
Ñëåäîâàòåëíî x ∈ A èëè ( x ∈ B èëè x ∈ C ), ò.å. x ∈ A èëè
x ∈ B ∪C. Ñëåäîâàòåëíî x ∈ A ∪ (B ∪C). Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å
(A ∪B) ∪ C ⊆ A ∪ (B ∪ C).

(á) Íåêà x ∈ A ∪ (B ∪ C). Òîãàâà x ∈ A èëè (x ∈ B èëè x ∈ C).
Ñëåäîâàòåëíî (x ∈ A èëè x ∈ B) èëè x ∈ C, ò.å. x ∈ A èëè
x ∈ B ∪ C. Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å A ∪ (B ∪ C) ⊆ (A ∪B) ∪ C. Îò
òåîðåìàòà ïîëó÷àâàìå, ÷å (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C). ■

3. A ∪ ∅ = A - î÷åâèäíî.

4. A ∪ A = A - î÷åâèäíî.

5. A ∩B = B ∩ A - àíàëîãè÷íî íà 1.

6. (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) - àíàëîãè÷íî íà 2.

7. A ∩ ∅ = ∅ - î÷åâèäíî.
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8. A ∩ A = A - î÷åâèäíî.

9. (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C).

Äîêàçàòåëñòâî:
Ïðåäè ñàìîòî äîêàçàòåëñòâî, äà âèäèì äàëè èíòóèòèâíî íèâî èç-
ãëåæäà âÿðíî. Íåêà äà ðàçãëåäàìå A, B è C, òàêèâà ÷å A∩B∩C ̸=
∅, A ∩B ̸= ∅, A ∩ C ̸= ∅ è C ∩B ̸= ∅.

Òîãàâà ìíîæåñòâîòî A ∪B å îöâåòåíî â æúëò öâÿò:

Ìíîæåñòâîòî (A ∪B) ∩ C å â ÷åðâåíî.
Ðàçãëåäàõìå ëÿâàòà ñòðàíà, à ñåãà ùå ðàçãëåäàìå äÿñíàòà. Ìíîæåñ-

òâîòî (A ∩ C) å îáîçíà÷åíî â îðàíæåâî.

Ìíîæåñòâîòî (B ∩ C) å çåëåíî.

Ìíîæåñòâîòî (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) å ðîçîâî.
Ïîëó÷èõìå åäíî è ñúùî çà äâåòå ñòðàíè. À ñåãà äà ìèíåì êúì äî-
êàçàòåëñòâîòî íà ñâîéñòâîòî.

(à) Íåêà x ∈ (A∪B)∩C. Òîãàâà (x ∈ A èëè x ∈ B) è åäíîâðåìåííî
x ∈ C. Ñëåäîâàòåëíî (x ∈ A è åäíîâðåìåííî x ∈ C) èëè (x ∈
B è åäíîâðåìåííî x ∈ C), ò.å. x ∈ A ∩ C èëè x ∈ B ∩ C.
Ñëåäîâàòåëíî x ∈ (A ∩ C) ∪ (B ∩ C). Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å
(A ∪B) ∩ C ⊆ (A ∩ C) ∪ (B ∩ C).

(á) Íåêà x ∈ (A∩C)∪(B∩C). Òîãàâà (x ∈ A è åäíîâðåìåííî x ∈ C)
èëè (x ∈ B è åäíîâðåìåííî x ∈ C). Ñëåäîâàòåëíî (x ∈ A èëè
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x ∈ B) è åäíîâðåìåííî x ∈ C, ò.å. x ∈ A ∪ B è åäíîâðåìåííî
x ∈ C. Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å (A∩C)∪ (B ∩C) ⊆ (A∪B)∩C. Îò
òåîðåìàòà ïîëó÷àâàìå, ÷å (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C). ■

10. (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) - àíàëîãè÷íî íà 9.

11. A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C).

Äîêàçàòåëñòâî:

(à) Íåêà x ∈ A \ (B ∩ C). Òîãàâà x ∈ A, íî (x /∈ (B ∩ C). Ñëå-
äîâàòåëíî x ∈ A, íî (x /∈ B ∪ x /∈ C). Òîãàâà èçëèçà, ÷å
(x ∈ A è x /∈ B) èëè (x ∈ A è x /∈ C), ò.å. x ∈ A \ B èëè
x ∈ A\C. Ñëåäîâàòåëíî x ∈ (A\B)∪ (A\C). Òàêà ïîëó÷èõìå,
÷å A \ (B ∩ C) ⊆ (A \B) ∪ (A \ C)

(á) Íåêà (A \ B) ∪ (A \ C). Òîãàâà (x ∈ A è åäíîâðåìåííî x /∈ B)
èëè (x ∈ A è åäíîâðåìåííî x /∈ C). Ñëåäîâàòåëíî x ∈ A è
åäíîâðåìåííî (x /∈ B èëè x /∈ C), ò.å. x ∈ A è åäíîâðåìåííî
x /∈ (B∩C). Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å (A\B)∪ (A\C) ⊆ A\ (B∩C).
Îò òåîðåìàòà ïîëó÷àâàìå, ÷å A \ (B ∩C) = (A \B)∪ (A \C).■

12. A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C) - àíàëîãè÷íî íà 11.
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